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ПРЕДИСЛ0В1Ё. 

В ъ э т о м ъ сочинеши р а з с м а т р и в а ю т о я комплексный ч и с л а , з ависянйя о т ъ корней 
какого нибудь л е л р и в о д и м э г о у р а в н е ш я с ъ ц е л ы м и к о е ф ф и щ с н т а м и , и з х которыхъ п е р ­
вый равен?! е д и п и ц е . Ц е л ы м и комплексными числами здесь называются ц е л ы я ф у л к ц ш 
с ъ ц е л ы м и к о е ф ф и щ е н т а м и , зависящая о т ъ одного и з х к о р н е й такого ypanncuifi. О т н о с и ­
тельно т а к и х ъ чиселт> сами собой п р е д с т а в л я ю т с я различные вопросы о д е л и м о с т и , о 
разложения на м н о ж и т е л и и т . д . Р е ш е ш я э т и х ъ в о п р о с о в ъ и н т е р е с н ы въ о с ^ е н н о с т и 
по г Ь м ъ р а з н о о б р а з н ы м л р и л о ж е ш я м х , которыя они в е т р е чаютъ вх Toopin ч и с е л ъ , 
в ы с ш е й а л г е б р е и и н т е г р а л ы ю м ъ и с ч и с л е п ш . Можно сказать , что теор1я к б м н л е к с и и х ъ 
ч и с е л ъ есть одна и з ъ т'Вхъ, который с о о д и и я ю т ъ названный, по видимому столь р а з л и ч -
н ы я , ч а с т и математическаго анализа , ч т о , конечно, составляешь одну и з ъ привлекатель ­
ных!» с т о р о н ъ этого предмета . В о т ъ п о ч е м у , какъ н а м ъ к а ж е т с я , мы встречаемся здесь 
с ъ именами т а к и х ъ иоликихъ г е о м е т р о в ъ , какъ Г л г с с х , Д И Р И Х Л Е , КУММКРХ, ЭРМНТЪ, 

К Р О Н К К К Е Р Ъ И Е Й З Е Л Ш Т К Й П Ъ . 

Исходною точкою п р и состав л е ш и т е о р ш к о м п л е к с н ы х ! ч и с е л ъ м н е послужили 
свойства ф у н к ц : о н а л ы ш х ъ с р а в и с ш й , и л и , т о ч н е е , свойства п о л ш ю м о л ъ с ъ ц е л ы м и к о с ф -
ф и щ е п т а м и относительно н'Ькотораго п р о с т а г о м о д у л я . У ж е в ъ 1 7 9 7 или 1 7 9 8 году 
ГАУССУ были и з в е с т н ы главлЬйния спойства э т и х ъ сравнеиШ. Но извлечение и з ъ остав­
ленной и м ъ р у к о п и с и , которое н а х о д и т с я во П - м ъ т о м е его сочипепНг, видно , что изло­
жение с в о й с т в ъ ф у ш щ ю н а л ы ш х ъ с р а в н е ш й должно было с о с т а в и т ь VIII главу его «Dis -
qui s i t i ones a r i t h m c l i c a e * . В п о с л е д с т в ш э т и свойства были вновь найдены С К Р Р Е , который 
подробно р а з в и л ъ и х ъ въ своемъ к у р с * в ы с ш е й алгебры и п р и л о ж и л ъ к ъ Teopiu уравне-
ШЙ. 

Н о самое естественное и замечательное л р и л о ж с т е свойствъ ф у ш щ ' о н а л ь п ы х ъ 
с р а в н е ш й в с т р е ч а е т с я въ Teopin к о м п л е к с н ы х х ч и с о л х . Э т о й в п о л н е п о н я т н о , т а к х к а ; , х 
относительно комплексныхх ч и с е л ъ п р и х о д и т с я р е ш а т ь з адачи , и м е ю н п я много общаго 
с ъ т е м и , которыя р е ш а ю т с я в ъ теории ф у п щ ю н а л ь н ы х ъ сравнений. 



II . 

Д л я того , чтобы нагляднее выставить эту связь , а таюке д л я того , чтобы показать 
теоремы в ъ т о м ъ саыомъ виде , въ какомъ o n e м н е нужпы д л я л р и л о л г с п ш , я счслъ п о -
лезиымъ посвятить первую главу своего с о ч и н е ш я пзлолсошю свойствъ ф у н к щ о н а л ь п ы х ъ 
сравнешй. 

Комплексный числа югьчотъ ту особенность сравнительно с ъ обыкновенными ц е ­
лыми числами, что существуетъ вообще бсзчисленное мио?кество к о м п л е к с н ы х ъ чиселъ 
д е л я щ и х ъ единицу. Эти числа называются комплексными единицами и и г р а ю т ъ сущест­
венную роль в ъ теорш комплексныхъ ч и с е л ъ . Свойства п х ъ главнымъ образомъ был» 
изучены Д и г и х л к . 

Во И - й главе своего сочинешя я излагаю какъ результаты , найденные Д И Р И Х Л Е , 

такъ и некоторые д р у п е , црянадлежаице КУММЕРУ И КРОНЕККЕРУ. Я основываю свои 
доказательства па т е о р е м е ЭРМИТА относительно предела m i n i m u m ' a определенной ква­
дратичной ф о р м ы въ ф у п к ц ш определителя . Эта прекрасная теорема , з а м е н я ю щ а я в ъ 
общемъ случае пепрорывныя дроби, п м е е т ъ въ высшей степени важное з н а ч е ш е въ т с о -
piu ч и с е л ъ . 

Ш - я глава посвящена изло;ксн1ю свойствъ и д е а л ь н ы х ! м н о л ш т е л е й комплексныхъ 
ч и с е л ъ . Въ ней я обобщаю известную теорпо КУММКРА ДЛЯ к о м п л е к с н ы х ъ ч и с е л ъ , зави­
с я щ и х ! о т ъ корней и з ъ единицы. Ж е л а я представить т е о р ш и д е а л ь н ы х ъ мнолштелей въ 
с а м о м ! п р о с т о я х в и д е , я отложилъ до другаго раза публикацию м о и х ъ и з е л е д о в а н ш о т ­
носительно т ! х ъ у р а в н е ш й , для к о т о р ы х ъ приведенное выше понят1с о цЬломъ комплекс-
номх числе является недостаточнымъ. Т а к ъ ч т о , если разематривать только у р а в п е ш я , 
для к о т о р ы х ъ можно ограничиться п р е д ы д у щ и м ! о п р е д е л е ш е м ! ц е л ы х х к о м п л е к с н ы х х 
чиселх , то излоа?енную здесь Toopi io нулшо считать законченною. 

П р и этомъ я считаю необходимымъ упомянуть о двухъ р а б о т а х ъ , которыя и м е ю т ! 
некоторый пункты соприкосновен '^ съ м о е ю . Первая и з ъ н и х ъ при падл е л ш т ъ ЗЕЛЛИНГУ 

(Zeitschrift fur Mathematik und Phis ik he rausgegeben von 0 . S c h l o ' m i l e l i 1 8 6 5 ) . Это п е р ­
вая попытка обобщить идеальния числа КУММКРА, НО т акъ какъ она основана на н е к о ­
т о р ы х ! о п р е д е л е ш я х ъ , при п о м о щ и к о т о р ы х ъ трудности обходятся , но не устраняются 
и на н е к о т о р ы х ! д о п у щ е ш я х х , которыя ,не оправданы никакими приложениями, то ее 
нельзя считать удовлетворительною. Д р у г а я работа , во м н о г и х ! о т н о ш е ш я х ! весьма 
замечательная , п р и н а д л е ж и т ! ДЕДЕКИПДУ. (Vor lesungen liber Zah len lhco r i c . Lejeune 
D i r i c h l e t . 2 - е издаш'е, статья ^Composi t ion d e r F o r m e n * ) . Она но п р е д с т а в л я е т ! 
собственно т е о р ш ЦБЛЫХЪ к о м п л е к с н ы х ! ч и с е л ъ . Ц е л ь ДЕДЕКИНДА р а з е м о т р е т ь и д е ­
альные множители с ! более высокой точки з р е ш я . Одпакожс, что касается собст ­
венно к о м п л е к с н ы х ! чиселъ , мы должны сказать относительно э т о й работы токе, что 
и о р а б о т е ЗЕЛЛИНГА. 



H I . 

В ъ IY-й главъ' я прилагаю rcopi io комплексныхъ ч и с е л ъ къ одному вопросу инте -
гральнаго и с ч и с л е ш я . Этотъ в о п р о с ъ с о с т о и т ъ въ т о м ъ , чтобы узнать п р и п о м о щ и к о -
иечнаго числа дъИствш и н т е г р и р у е т с я л и . д и ф ф е р е н щ а л ъ одного опред-влепнаго вида въ 
л о г а р и е м а х ъ и поэтому относится к ъ т о й ч а с т и интегральпаго и с ч и с л е ш я , которая обо­
гащена изслъ 'довашями АВЕЛЯ, Л ^ в и л л я , ЧЕБЫШКВА, ВЕЙЕРШТРАССА и д р у г . Я осо­
бенно цъ'ню это п р и л о ж е ш е т е о р ш к о м п л е к с н ы х ъ ч и с е л ъ , потому что оно выражаотъ 
новую связь между и н т с г р а л ь н ы м ъ п с ч и с л е ш е м ъ я xeopicio ч и с е л ъ . 

Е . 3 . 



СТЛАВЛЕШЕ. 

Г л а в а I . 

пп" 0 Фуикщонлльнмхъ cpaniicii lnvb. 

1. Оиредедете (|>ункц10Ш1лы1ихт. epamieiriii. 
2. Д'Ьлилостг. одной функнш.па другую по никоторому простому модулю. 
3. О от. общемъ iianrto.ii.moMi. д-Г.лнтсл'!! двухъ функидй по некоторому простому модулю. 
i. Одна теорема относительно дпухт. функций ипапмно простихъ по некоторому простому модулю. 
5. О делимости npoiinnoAciiiji дпухт. (Jiyittinifi но некоторому простому модулю. 
(!. О простыхъ i j i y i i i t u i i i x T . но некоторому простому модулю. 
7. О разложоши функцш на простые множители по некоторому простому модулю. 
8. Отд-кюше кратныхъ мнолштелей. 
9. О сраинешлхъ но некоторому простому модулю и некоторой просто"! функцш. 

10. Теорема относящаяся къ таким'!, сранпешлмъ. 
11. Теорема аналогичная теореме Ф К Р М А Т А . 

12. Другая теорема, дополняющая предыдущую. 
13. О чпс.гЬ простых'!. функидй данной стеношп но некоторому простому модулю. 
1 4 Дополпсше относительно рааложошн фушщ!» на, простые множители но некоторому простому 

модулю. 
х" — I 

15. О фуикдп! — •-—• 1 х — I 
— 10. О перюддхт,. 

х " | 
20. Разложение функцш — , , а простые множптолп по некоторому простому модулю, при п прп-

СТОМЪ. 

21. Прнмерг. 

Г л а в а I I . 

О Koiuii.iCKciiMVb единицах'!.. 
22. 0(1щ!я зам'Ьчаш'я о комплексныхъ чпелахт,. 
23. Сопрлженныл комплексный числа. Норма комплексныхъ чиселъ. Союзное комплексное число. 
31. О д'Ьнстяшхъ надъ комплексными числами. 
26. Оирод'Ьлеше комплексных'!, едшпщъ. 
20. Лемма относительно лннеПпыхъ функпдй, паннеящнхъ отъ д-Ьлихъ чиселъ. 
27. Другая лемма относительно лпненныхъ функцШ. 

• 28. Объ у р я м е т п , N--x = 1; особенный решены! итого урапнешл. 
'29. ОоЧ ураинетп N-Tx = 7'. 
30. Нридожеше теоремы, доказанной in. иредыдущемъ п", къ puiiroiiiio ypauitcnui N?3- = 1. 

http://iianrto.ii.moMi


V. 

31 . Опродйлоте псзаиисимыхъ pf.meirii'i. 
3 2 . Доказательство существования системы, состоящей изъ h — 1 неипстшхъ р'Ьшстй vpamieiiin 

N-fX = 1. 
33 — 34. Различный теоремы, отпослпияся къ этой спстем'Ь р-ЬшепШ. 

35. Объ основнихъ ръчнешяхъ уравнеш'я N?x = Т. 
3G. Общее внралсеше BCLXT, основиыхъ р-1:шсши. 
37. Р'Ьшшмл уравнешя Nyx - г. 
38. Общая формула для комплексныхъ едшпщъ. 

Г л а в а I I I . 

Идеальные м н о ж и т е л и комплексныхъ чиселъ , 

39. Краткие петорпчесыя замйчашл о комплексныхъ чпелахъ. 
<10. О д'Ьлпмостп проп'.тедошя н'Ьсколышхъ комплексны хт> чиселъ на обшеиопешюе простое число. 

•Л — 42 . О д'Ьлпмости нормы комнлекснаго числа им обыкновенное простое чпело. 
4 3 . Зам'Ьчашл объ оснопиомъ ураинешн 1<\.г) = 0. 
44 . Постановка мавнаго вопроса, pimeii ie котораго содержится въ этой глав!-.. 
45. Клмсспфпкацш комплексныхъ чиселъ па простыл и сложиыя. 
40. Опред'Ъошо стетгеип кратности нростаго ндсальнаго множителя существугощаго комнлекснаго 

числа. • • 
47 — 49. Теоремы относительно идеалыгыхъ чиселъ. 

50. Свойство нормы комплексныхъ чиселъ. 
61 — 53 . Рапложсшс комплексныхъ чиселъ на простые пдеалышо множители. 
54 — 55 Частные случаи комплексныхъ чиселъ. 
Г>(> — СО. РаспредЬ.тсшс пдеалг.ныхъ комплексныхъ чиселъ на классы. 

Г л а в а I V . 

Прпложсн1с Teopiii комплексныхъ чнссяъ къ одному вонросу и н т е г р а л ы т г о пс> 

0 1 . Постановка вопроса и некоторая исторнчociuл зам'1'.чашя объ пптегрпровашп алг« оекпхъ 
дифферешиаловъ пъ логарпомахъ. 

„ , „ . . ( я - н Л) (x*-A)dx 
(i2 — 04. Приведете дифференциала 1 — - къ виду 

Vxl> -I у х 1 -+- r,x'J -•- ix -+- К Vx{x — t) (ж — а) (х — р) 

05. Выражсшс ( (.г -*- А) <1х — й % Э Л Л 1 Ш Т И , , 0 С К П Х Ъ фушедлхъ. 
J Vu\x-'\){x-y) ( х - , 5 1 

о 
(х -+- А) йт 

00. Прпм'Ьнешо преобразована п° G3 къ днфферешнадт —= 
\'х[х — 1)(х-*)(х-р) 

07. Тол:о преобразовало въ эллпнтнческнхъ функнднхт.. 
(X' I А) dx 

G8. H'piiM'bireiiio вт. днфференщалу — ^ . - - 4 = — = _ прсобразопатя п" «4. 
Vx(x — 1)(а; — а) (ж — 1?) 

00 . Тоже преобразовало въ эллпнтпческнхъ функщяхъ. 
(х -«- /1) dx 

70. 5гслоше интегрируемости дпфферепщала — г —, —-- м логариомахъ. 
и Vx(x-l)(x-«){x-fi) 

7 1 . Об'ь уравнение Г(а, ,з) = 0 между параметрами « п р. 
72. Другой пнд'Ь услол)'й интегрируемости 



VI. 

73. Услотс мсзду параметрами а и ,3, когда Р функщя четной степени. 
„. i * и (* Л) dx 

74. I p n различпыо случая при р'Ьшошп иопроса оот> иптегрпрооашп яиффп^епнтдп. — 
\'х(х—\ )(,а'—"){х~ 

лт, логарномахъ п ттслйдовашс первыхъ дпухъ случаепъ. 
75. Быра;кои1С параметров* « и £ рандоналышмн фушщшмя одного параметра. 

71) — 82 P'liBiciiie задачи въ третьемъ случае. 
83 . Црнмъры. 

84 — 83. Прпбаилтпп. 



Г Л А В А I. 

О функщомальиыжъ сравпешяхъ 1 . 

1 . 

Пусть А и В будутъ дв1Ь ф у н к ц ш переменной х вида 

гд1> к о е ф ф и щ е н т ы 

а 0 -+- акх - ь а а а 2 - + - . . . . - + - а т ж ™ 
b0 ~+- й 4 ж # 2 ж 2 - * - . . . : - ь Ъпх", 

« V а < > а з а ™ 

*в- К' • • • - К 
суть ц1;лыя числа . 
Для к р а т к о с т и мы будемъ называть т а ш я ф у н к щ и просто функндяии. Вирочемаь, если 1йиъ при­
дется разсматривать ие ц-Мыа ф у и к ц Ь или Шзлыя фуикцш но не с ъ ц е л ы м и й о э ф ф и щ е н т а м и , то 
мы каждый разъ будемъ д е л а т ь оговорку. 

Ф у н к ц ш называются сравнимыми по ншоторому модулю р, ест к о е ф ф и щ е н т ы при 
одинаковыхъ степеияхъ аз сравнимы по модулю р," т а к ъ что 

( 1 ) А = = В (мод. р ) ; 
если 

«о = К 
а. = Ь, , 
a , S Ъ,) <W Р> 

Если 
А = 0 (иод . р ) , 

то в с * к о е ф ф и щ е н т ы 4 делятся на ' р . 
И з в е с т н о 2 , что е с л и в ъ двухъ с р а в н и и ы х ъ ф у н к щ я х ъ перемЯиной х дать одно и тоже 

Hie или значения различныя но сравнимый, то и р е з у л ь т а т ы в ы й д у т ъ сравнимые по тому ж е модулю. 
Н а д ъ сравнениями вида ( 1 ) можно дДцать т а ш я ж е д1зйств1я к а к ъ и надъ обыкновенными 

сравнен! ями. 
1* 



Т а к ъ , если 

А == В, С == D, Е = F (мод. р ) , 

то имъчотъ Micro т а к ж е и сравненш 

A-¥-C-*-E==ii+D +- F 
А — С == В — D 

ACE — BDF 
п т и . , 

доказательство которыхъ не нредставляетъ никакихъ затрудненш. 

2 . 

Д а л * е мы булемъ предполагать модуль р чпсломъ простымъ. Пусть А и В будутъ дв'Ь дап -
пыя ф у н к ц ш . Если можно подыскать другш дв'Ь функцш • С и D т а к ъ , чтобы ИМ'ЁЛО MIICTO 

тождество 
DC = А -+- р0 

или, что т о ж е самое, сравнеше 
ВС = А (мод. р ) , 

то говорятъ , что функцгя А дгьлится по модулю р па фушщио В , а С есть частное отъ 
этого д о л е т и ; другими словами: функцгя А равна по модулю р произведенью даухь функ­
цш В и С. 

Предполагая , что В не делится на р , мы докажемъ , что частное С им'Ьетъ одно опредълен-
ноег'з'начеше, при этомъ конечно, вст> функщи сравнимый съ С по модулю р считаются за одну. 
Действительно , допуетимъ, что кромъ' функщи С будетъ существовать е щ е другая С, удовлетво­
ряющая сравненда 

ВС н = А (мод. р) 

и не сравнимая съ С по модулю р . В ъ такомъ случаи мы получимъ 

.(1) В(С' — С) = = 0 (мод. р ) . 
Т а к ъ к а к ъ , по предположение, ни одна изъ функщи В и С—С не делится на р , то о т б р о с и т , 
въ этихъ ф у н к щ я х ъ члены д'вляип'еся на р и р а з л о к и в ъ остатки но пизходящимъ стеиеиямъ х 
будемъ HMliTb 

С —С Е = сха - ь . . . . 
В = bxf - ь . . . . 

гд1; коеффищенты b и с не делятся на р ; точками обозначены члены степеней соответственно 
иеньншхъ /' и д. 

Положивши э т о , получимъ , 

В[С — С) ~ Ьсхм'° - ь . . . . (мод. р ) ; . "у 

следовательно произведете В(С' — С) не д-влится на р , а это иротнвор-вчитъ сравнение ( I ) . 

(мод. р ) 

(мод. р ) , 



Ч т о б ы на самомъ д-вл-в разделить А на В ложно поступать сл-вдугощпмъ образомъ: 
П р е ж д е всего можно отбросить в ъ этихъ функщяхъ ч л е н ы , коеффннденты которыхъ д-влятся 

па р и з а м е н и т ь остальные к о е ф ф и щ е н т ы другими числами сравнимыми с ъ н и м и по модулю р , если 
найдемъ это удобиымъ. Посл-в этихъ преобразовашй функцш А и В з а м е н я т с я функшями А' и В', 
т а к ъ ч т о 

А == А', В == В' (мод. р ) . 

Пусть b будетъ коеффищентъ высшего члена В', который, по предположение , у ж е н е б у д е т ъ де ­
л и т с я на р . По числу b мы найдемъ (3 удовлетворяющее сравнен™ 

(36 s = \ (мод. р ) 
и составимъ функщю 
( 2 ) й " = = ( З В ' (мод. р ) , 

к о е ф ф и щ е н т ъ высшего члена которой можно принять равнымъ едиипц-К. 
З а т в м ъ мы Д ' в л п м ъ - Д ' на В" алгебраически , отбрасывая в ъ каждомъ полученпомъ остатки 

члены с ъ к о е ф ф ш ц е н т а м и делящимися па р и заменяя коеффищенты другнхъ членовъ ихъ в ы ч е ­
тами но модулю р , если найдемъ это удобиымъ . Поступая такпмъ образомъ мы непременно ири-
демъ к ъ о с т а т к у степени ниже стеиени В". Для того чтобы А' п л и , что все равно, А делилось 
по модулю р на В" необходимо и достаточно, чтобы этотъ о с т а т о к ъ делился н а р . О б о з н а ч и т 
черезъ С частное о т ъ д-влетя А' на В'1, получимъ 

А = А' ~ В"С'= ЬВ" . ( З С (мод. р ) . 
Но изъ ( 2 ) выводимъ 4 ' . 

ЬВ"=~В'=~В (мод. р). 
П о л о ж и в ъ поэтому 

РС'==С мод. р ) , 
будемъ и м е т ь 

А = ВС (мод. р ) . 

Примгьчаше. Если ф у н к щ и А'а В делятся на функщю С по модулю р, т о , очевидно, и 
А ± В делится на С. Точно т а к ж е , если ф у н к щ я А д-влится па ф у н к щ ю С по модулю р и В 
есть к а к а я иибудь другая ф у н к щ я , то и произведшие АВ д-влатсп на С по модулю р . 

3. 
Р е ш и м ъ т е п е р ь такую задачу' : 
Даны дигъ функцш А и В, nakmu ихъ о/щгй наибольшей д плит ем по модулю р 

т. е. дгьлтпель наивысшей степени. Пусть А будетъ степени ив нигке ч е м ъ J 3 ; д-влимъ А 
на В по модулю р . Если д-влеше совершится безъ остатка , то J5 и будетъ обшимъ наибольшнмъ 
д-Ьлителемъ Въ нротивномъ с л у ч а е мы получимъ о с т а т о к ъ С степени ниже ч е м ъ В.Двлимъ 
т е п е р ь В на С и т д . 

Т а к ъ что получимъ рядъ сравнеиШ 

А~=аВ-+ С, В == ЬС -+- D, С = = с£> Е п т , д . (мод. р ) . 
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Ф у н к щ и А, В, С, D, Е . . . . будутъ степеней все убывагощпхъ. 
Если мм дойдемъ'до такой ф у н к ц ш , что дъ'леше на нее совершится безъ о с т а т к а , то эта 

функщи в будетъ обиднмъ напболыппмъ д-влптелсмъ А и В. 11апрнм1;ръ, если D будетъ делиться 
на Е, то Е и будетъ общнмъ напболыппмъ делптелемъ . Действительно, и зъ продыдущпхъ равоиствъ 
видно, что тогда С, В и А будутъ делиться на Е по модулю р ; следовательно Е будетъ общнмъ 
делптелемъ А и В. Во вторыхъ пзъ т е х ъ ж е равоиствъ видно, что общш нонбольшШ делитель 
А п В должепъ делить по модулю р все функцш 

С, D, Е 

п следовательно онъ не можетъ быть степени выше ч е м ъ Е. Отсюда видно, что ф у н к щ я Е или 
вообще ф у н к щ я ~>Е, где I есть число не делящееся па р п будетъ общнмъ нанбольшимъ д-влпте-
телемъ но модулю р фуикцП} А и В. 

Если мы не дойдомъ до тлкон ф у н к ц ш , что делеш'е совершится б е з ъ о с т а т к а , то м ы . н е п р е ­
менно ирпдемъ къ остатку неравному пулю но модулю р и не содержащему х. Въ такомъ слу­
чае функцш Л п В по будутъ иметь общаго делителя и мы иазовемъ ихъ взаимно-простыми 
по м дулю р. 

Примгьчаше. Если А и В пм-вютъ общаго наибольшего делителя IE, то число 1 лучше 
всего выбрать т а к ъ , чтобы коеффищентъ высшего члена IE былъ сравнпмъ с ъ едшпщою но мо­
дулю р, что всегда возмо;кно, потому что въ функцш IE можно выбросить в с е ч л е н ы , к о е ф ф п -
Uiuirru- которыхъ делятся на р. 

4. 
Т е о р е м а . Если А и II суть функщи взаимно просты н по модулю р, то всегда 

можно ниитп mania функщи Р и Q, что 

РА — QB = = 1 (мод. р). 

Дтсааат. Пропзведемъ надъ фуикщямп Л и В то д е й с ш е , прп помощи котораго ищется 
общШ памбольний делитель. Пусть 

А == аВ - t - С, В = ЬС -+- D п т . д. К = kl - ь М (мод. р), 

где М есть чисто независящее отъ х. 
Состапляемъ теиерь рядъ cjtynnuili 

а , а', а", . . . а{>) 

4 , b, Ь1, . . . 6 й - 0 , 

которыя суть числптелп и знаменатели носледовательпыхъ подходящпхъ дробой непрерывной дроби 
1 

1 
' • • . у - М 

к 



Т а к ъ что 
а = ab ч - 1 , а " = саг -+- а, а'" = d a " -+- а ' и т . д . 
6 ' = be - t - 1 , 6 " = db' 6 

Прп этомъ б у д е м ъ ' п м ^ т ь 

А — аВ = С, ЬА — а'В — ЬС — В = — О и т . д. 
и наконецъ 

# > - о i _ a ( 4 в = ± | / . 

П у с т ь т е п е р ь р. будетъ такое число , что 
d b у.М — 1 (мод. р ) . 

П о л о ж п в ъ 

п о л у ч и м ъ 
Р А — ( ? В = = 1 (мод. р ) . 

И з ъ доказанной теоремы выводятся т а т я ж е сл'вдств1я к а к ъ п пзъ подобной теоремы для д в л ы х ъ 
ч и с е л ъ . 

Слгьдстпвге. Е с л и И е с т ь общш нанбольшШ делитель А п В, то веегда можно найти т а ­
т я две ц-влыя ф у н к ц ш Р a Q, что 

Р А — QB = М (мод. р ) . 

5 . 
Т е о р е м а . Если функцгя А, простая относительно В по модулю р, дгългпт 

произведете ВС по этому модулю, то она дплить также и функщю С. 
Доказат, П у с т ь Р и Q будутъ ф у н к ц ш удовлетворяющая сравнение (»°4) 

( 1 ) РА — QB = 1 (мод. р) 
и п у с т ь 

ВС = = A D (мод. р), 

Умиоживъ о б * части cpanneHia (1 ) на С, получимъ 

(PC — QD) А==С (мод. р ) . 
И з ъ этого сравнещя видно, что С дъмится на А по модулю р . 

Слпдствге. Если ф у н к щ я А взаимно простая с ъ В и С по модулю р , т о она т а к ж е б у д е т е 
простая и относительно произведена ВС. 

6. 

Ф у н к щ я нед*лящаяся по модулю р ни на к а к у ю ф у н к щ ю с т е п е н и низшей называется про­
стою по атому модулю*. ИапримФръ 

йга -+- i , хг -+- 2 ' 
с у т ь п р о с т ы я ф у н к ц ш по модулю 7 . 



Kc.ni А будетъ какая кибудь простая ф у н к щ я по модулю р, то и 1А, где I означаешь какое 
инбудь целое число иедъмящсеся п а р , будетъ т а к ж е простая ф у н к щ я . В с е этп функщи мм будемъ 
считать за одну. Число X можно выбрать т а к ъ , чтобы коеффищентъ аысшаго члена функщи ).А 
былъ сравипмъ съ единицею по модулю р . 

Изъ доказанной выше теоремы (п° 5) следуютъ так1я: 

Теорема. Если простая функщя А по модулю р дгълитъ по этому модулю про­
изведемте функцш BCD . . . , то она дгьлитп одипь изъ множителей В, С, 1), . . . . 

Теорема. Если простая по модулю р функщя А не дилитъ по этому модулю 
ни одной изъ функцгй В, С, D. . . . , то она не можетъ дгьлить и ихъ произведенья 
BCD. . . . 

7 . 

Если ф у н к щ я А не есть простая по модулю р, то ее можно разлояшть на п р о и з в е д е т е про­
с т ы м , . Действительно , т а к ъ какъ А не есть простая ф у н к щ я по модулю р, то она должна д е ­
литься по атому модулю на некоторую ф у н к щ ю В степени низшей и т д. П о н я т н о , что р а з с у ж -
дзн такпмъ образомъ мы непременно дойдемъ до некоторой простой ф у н к ц ш которая будетъ 
д е . ш п . А; т а к ъ что 

.4 = = LAt (мод. 2 ' ) , 

где At степени ниже ч е м ъ А. Если . 4 , ие есть простая ф у н к щ я , то опять можно положить 

Л , = = LiA.2 (мод. р ) , 
где Lt есть простая ф у н к щ я и Л 2 степени ниже ч е м ъ А, и т . д. Очевидно изъ этого, что А 
можно представить въ виде 

А = LLJJ% . . . . (мод. р ) , 

где L, L{> L2 . . . . суть нростыя ф у н к щ и . 

Докажемъ т е п е р ь , что существуетъ только одно р а з л о ж е ш е на простые множители. Д е й с т ­
вительно, иусть кроме разложешя 

А = LLhL4 . . . . (мод. р ) 
существуетъ еще другое 

А = = MMtM9 . . . . (мод. р); 
следовательно 

LLtLu . . . . == ММ {М^ . . . . (мод. р ) 
т, е . 
( 1 ) LL,^ ....== MMtM^ . . . . -+- pN, 

где N есть некоторая функщя х. 

Т а к ъ к а к ъ пзъ этого равенства с л е д у е т ъ . ч т о простая функщя L должна делить по модулю 
р произведете ММ,Л/2.... , . то между простыми функщями М, Mt, Д / 2 . . . . . е с т ь хотя 

http://Kc.ni
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одна сравнимая с ъ L по модулю р . П у с т ь М — L -+- pQ. Внося эту величину пъ равенство 
( 4 ) , найдемъ 

LLtLt . . . . = ШКМ% ....-+- pNy. 

Отсюда я с н о , что ф у н к щ я Nt должна д е л и т ь с я на L. Положивъ JV, = £ y V 2 , получимъ 
L,Lt . . . . = М{М2 . . . . - ) - р Л т

а . 

Продолжая т о ж е р а з с у ж д е ш е д а л е е , увидимъ, что множители Д / . , , Ж 2 . . . . отличаются 
только порядкомъ отъ Lv Lv . . . . 

М о ж е т ъ с л у ч и т ь с я , что при р а з л о ж е н ш А на простыл ф у н к щ и к а ш я нибудь функцш Л , 
войдутъ несколько р а з ъ множителями . Т а к ъ что вообще можно положить 

A = T:IL;<L«* . . . . (мод. v ) , 

где п, пА, п 2 . . . . ц е л ы я положительиыя ч и с л а . 

8 . 

• В ъ томъ с л у ч а е , когда ф у н к щ я и м е е т ъ к р а т н ы х ъ множителей но модулю р , она и е я первая 
производная, к а к ъ м ы увидимъ , имеготъ общаго делителя но этому модулю. П а оспопапш этого 
свойства можно отделить некоторые множители А при помощи а л г е б р а и ч е с к о г о д е л е ш я , подобно 
тому к а к ъ отделяются кратные корни в ъ алгебраическихъ уравие1йяхъ. 

М ы докажемъ следующую т е о р е м у : 

Т е о р е м а . Если функцш А = = / / / , , " ' . . . L"x (мод, р ) , гдгъ L, . . . . L-k про­
стыл' функцш и п, . . . пх цплып числа, то'А будешь имптъ общихь дгьлителегЧ 
по модулю р со своею первою производною. Какой пибудь множитель А напр. L вой­
дешь въ общаго наиболыиаго дплителя съ показатвлвмъ п — 4 , если п не дплитсп па 
р и съ показателемь п, если п = О (мод. р) 

Доказат. ЕЗзявъ действительно первую производную А, получимъ 

А' = L ' - ' Z , " . - ' . . . . L . ; x - ' ( n L ' L t . . . . 1 д - ь п , Ы \ . . . . -*-пхЫ,.,..L'.) (мод, р). 

Если п не делится на р , то ф у н к щ я с т о я щ а я в ъ скобкахъ не будетъ д е л и т ь с я па L по мо­
дулю р , потому что в с е ся члены д е л я т с я на L за исклгочещемъ 

nL'L,, . . . . Lx; 

который не м о ж е т ъ делиться на L, потому что Lv L 2 . . . . Lx с у т ь п р о с т а я ф у н к щ и отличиыя 
отъ L, a U будучи степени ниже ч е м ъ L не м о ж е т ъ делиться на L. Т а к ъ что въ этомъ с л у ч а е 
L войдвтъ въ общаго* иаибольшаго д е л и т е л я с ъ показателемъ п — 4 . Если ж е п делится на р , 
то ф у н к щ я стоящая въ скобкахъ д е л и т с я на L по модулю р , и въ общаго иаибольшаго делителя 
А и А' войдвтъ II. Т о ж е самое можно с к а з а т ь и относительно другихъ множителей 

2 
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Ч т о б ы применить теперь ату теорему к ъ отд'Менго к р а т н ы х ъ множителей А, положимъ 
опять 
( 1 ) А = = LnLt»*. . . . Lp (мод. р ) 
и пусть 

и — sp -+- г, » , = я , р - + - г , . . . . П д = « д р - ь гд, 
ВДВ 

в, . . . . . 8Х 

суть ч а с т н ы я , а 

остатки отъ д е л е ш я 

на р . 

Г , Г., . . . . Гд 

п , п , . . . . п , 

Срапнеше ( l ) представляется пъ такомъ вид*: 

A s ( i V . • • • ^ i * 1 ) ' ' - ' V ' - • • • 4 х Ы- Р ) -

Обозначивъ UL*1. . . . Lx ч ерезъ ( ) , мы можемъ переписать предыдущее сравиеше еще т а к ъ -

л ^ с ^ г у . • • • F T : : . 

гд-в F 4 о зиачаетъ произведете в'свхъ г в х ъ простыхъ ф у н к щ и , которыя входятъ по модулю р въ 
функщю LrLt

ri. . . . Lp- въ первой степени, F 2 — произведете в с в х ъ п р о с т ы х ъ функщи, ко-
.торыя входятъ въ квадрате и т . д. Если ф у н к щ я VL*K. . . . L x

v i не содержитъ простыхъ 
функщи в ъ некоторой степени к, то Vk будетъ равно единице . 

Чтобы показать какимъ образомъ отделяются равные множители , мы раземотрииъ случай , 
когда 

А = 0"У,У^У9

3 ( м о д . » . 

ОбщШ наибольвлй делитель D для ф у н к щ и А и А', но доказанной выше т е о р е м е , будетъ 

D ~ Q>' V% V3

Q (мод. р), ' 

Обшдй наибольший делитель для D и D' (первой производной D) выразится т а к ъ : 

D, = QPV, (мод. р ) . 

Иаконецъ общШ наибольинй делитель D 2 между ТУК и D ' будетъ 

D 2 £ = 0" (иод. р ) . Тогда положивъ 

получимъ 
5 s ^ F e F „ ^ s F , F e . 5 , = Г , (мод. р) 

следовательно 
К , = F . s s S , ( м о д . р ) . 

Т а к ъ что F , , Vv V3 и определяются отдельно при помощи алгебраическихъ дедеиШ. 
Чтобы определить функщю Q мы воспользуемся одною леммою 
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ЛЕММА. Пусть А,В, С, D будутъ функщи х или цгьлыя числа, тогда 

( 4 + й + С ч - D ) " = A 7 ' -к- В ' -+- С" D1' (мод, р ) . 
I 

Доказат. Дм двухъ ф у н к щ и А и В справедливость леммы видна изъ формулы для с т е ­
пени бинома. Д е й с т в и т е л ь н о , р а з к р ы в а я (А и - В ) ' ' п о этой формул* и з а м е ч а я , что р число про­
с т о е , м ы н а й д е м ъ , что к о е ф ф и щ е н т ы в с в х ъ членовъ за исключешемъ перваго и последняго д е л я т с я 
иа р, а потому 

( А ч - В)р = А " ч - В" (мод. р). 

Для т р е х ъ ф у н к ц ш мы получимъ , принимая сумму двухъ ф у н к ц ш В ч - С за одну ф у н к щ ю , 

(A ч - В - I - С)р = = А' ' + С ) 7 1 (мод. р) 
и следовательно 

( A + J S + C f = Арч-- В ' ' ч - С 7 ' (мод. р ) . 

Очевидно, что лемма справедлива для сколькихъ угодно ф у н к щ и . 

Т е п е р ь н о к а ж е м ъ какимъ образомъ в ы р а ж а е т с я степень р какой нибудь ф у н к ц ш 

<р(ж) = а 0 и - а , ж -+- а 2 ж 2 ч - . . . . -+- атхт 

но модулю р. 
П р и л а г а я к ъ этому случаю предыдущую л е м м у , получимъ 

f(x) = ( а 0 ч - а , ж и - a a a j a ч ~ . . . . ч - a m a > m ) 1 

= = а / -+- а , V -+- а / х 2 ? ' и - . . . . ч - ар

тхтр (мод . р ) , 

З а м е ч а я , что , по теореме ФЕРМАТА, 

V = o 0 . = < = ° 2 • • • • ( « О Д - Р ) . -, 
будомъ и м е т ь 

<р р (ж) = = а 0 -и- а(х>' ч - а^1' ч - . . . . - + - атхтр = f(xv) (мод р ) . 

И т а к ъ , чтобы возвысить <р(х) в ъ степень р ио модулю р , надобно а; з аменить черезъ хр; 
по этому если к а к а я нибудь ф у н к щ я равна по модулю р степени р другой ф у н к ц ш , то она должна 
содержать только члены со степенями х кратными р , если отбросить ч л е н ы дЪляицеся на р . 

О б р а щ а я с ь т е п е р ь къ определенно ф у н к щ и Q, м ы заключаемъ изъ с р а в в в ш л 

Д;==<7 .(МОД, Р) 

что ф у н к щ я D 2 должна содержать по замеченному в ы ш е только ч л е н ы со степенями х кратными 
р , и мы получимъ Q зам'виивъ хр черезъ ж в ъ ф у н к щ и D 2 . 

Т а к и и ъ образомъ мы разложииъ ф у н к щ ю А на функщи Vv F r V^we имеюшдя кратныхъ 
множителей и на ф у н к щ ю Q степени н и ж е ч е м ъ А, Прилагая т о т ъ ж е а н а л и з ъ к ъ функщи Q, 
а потомъ и к ъ послФдугощимъ ф у н к щ я м ъ , мы р а з л о ж и м ъ А на ф у н к щ и не им/вюин'я кратиыхъ мно­
ж и т е л е й . Т е п е р ь м ы п о я с ш щ ъ определеше к р а т н ы х ъ множителей прим'Ьромъ. Пусть 

А = = ж а а -+- 2 а г и ч - 2 ж 1 5 ч - i x u ч - да8 ч - 2 ж 7 -+- 2х ч - 4 (мод. 7 ) ; 
' • 2 * 



следовательно 

А' = х*{ ••+- 2хи - н ж 7 -+- 2 (иод. 7 ) . 

Разд'Ьливъ А на А ' , п а х о д ш ъ въ частноыъ ж + 2 . З а м е ч а я , что 
А ' = = (х'\-+- 2 ж 2 + ж + 2 ) т (мод. 7 ) , 

м и будемъ иметь 
А ~ ( ж 3 -+- 2 ж 2 - ь ж -+- 2 ) 7 . (ж -+- 2 ) (мод. 7 ) . 

Т а к ъ что въ этомъ случае А ' и будетъ заменять Qv. Т е п е р ь надобно узнать и м е е т ъ ли 
ф у н к щ я 

Q = хя •+- 2 ж 2 - ь аз -+- 2 

кратныхъ множителей по модулю 7 . Мы имеемъ 

0' = З ж 2 и - 4 ж -+- 1 = ( ж - ь 1 ) (За ; -+- 1 ) = 3 ( ж —• 2 ) (ж и - 1 ) (мод. 7 ) . 

З а м е ч а я , что Q не делится по модулю 7 ни на х ч - 1 , ни на ж — 2 , мы видимъ, что н*тъ 
общпхъ д е л и т е л е й - п о модулю 7 у Q и а следовательно ( ) не и м е е т ъ кратныхъ множителей. 

9 . 

Переходимъ теперь к ъ определенно числа простыхъ функщи данной степени но данному 
модулю. Это число находится при ••помощи нЛжоторыхъ т е о р е м ъ , къ выводу которыхъ мы сначала 
и обратимся. 

Если разделимъ по модулю р некоторую функщю А на простую функщю В какой нибудь 
степени v , то получимъ некоторое частное Q и оетатокъ В степени не выше v — 4 , коеффи­
щенты кодораго можно заменить ихъ в ы ч е т а м и , заключенными между пределами О и р или между 

р — 1 р — 1 
пределами 1 — и - — 5 — . Т а к и м ъ образомъ мы получимъ 

А= £ > « - + - В (мод. р ) . 

Функщю R мы будемъ называть наименыиимъ вычетомъ А по модулю р и про­
стои фушщги В. 

Дет фупщщ им/ыогщп одинаковые вычеты называются сравнимыми по модулю р 
и функщи В. 

Н а и м е п ы ш е вычеты всехъ функщи заключаются въ такой ф о р м е : 

В — а 0 -+- а., ж •+• а 2 ж 2 -+- . . . -t- a 1 ) _ 1 A 5 V " " ' , 

где каждый нзъ коеффищептовъ о 0 , я , , , . . , . а „ _ , м о ж е т ъ иметь р з п а ч е н ш 

О, 1 , 2 , . . . . р - 1 ; 
такъ . что число всехъ различныхъ вычетовъ будетъ p v — -1 , если исключить 0 ; между ними есть 
р — 1 вычетовъ 

1, 2 , , . . . р — 1 , 
не содержащихъ ее. 
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1 0 . 
Т е о р е м а . Пусть 

F(X) = А0Хт ч - А,А"'-'ч- . . . . ч - Л т _ , А ч - Л „ 

будетъ цгьлал фушщги двухъ перемгышыхъ х и X .съ цгьлыми поеффщ1внтами, мы 
донажемъ, что ив можетъ сугцествовать болте т различпыхъ функцгй х Х{, Х2,..Хт 

не сравнимыхъ меокду собою по модулю р и шысоторои простой функцт Р и такихъ, 
что всгь результаты 

F(Xt), F(X,).. . . F(XJ 

дгьлилисьбы на Р по модулю р; мы предполагаемъ Л 0 недшнщимсл па Р по модулю р. 
Доказат. Для т = 4 эта теорема доказывается весьма н р о с т о . П о л о ж и м ъ , что 

F{X)s=sAaX-+'At 

делится на Р но модулю р, н а п р и м е р ъ , при д в у х ъ значев1яхъ 

x = xt и А = А ; 

не сравнимыхъ между собою по модулю р и ф у н к ц ш Р. Тогда и разность 

Р(ХА-.Р(Х2) = А0{Х,-ХЛ 

должна ДЕЛИТЬСЯ па Р по модулю р, чего на самомъ д1;ле н е т ъ , потому что ни Л 0 , ни разность 
А', —Х 2 не д е л я т с я на Р но модулю р. Предположим!, т е п е р ь , что теорема справедлива для 
какого нибудь числа т — 1 и д о к а ж е м ъ , что она справедлива т а к ж е и для т. Д о и у с т и м ъ , что 
с у щ е с т в у е т ъ к функщи A,, , А Г

А,-. . , , Хь не сравнимыхъ между собою по модулю р и ф у н к щ и Р 
и т а к и х ъ , 4 T O F ( / Y J , F(X^), . . . . F(Xk) д е л я т с я на Р по модулю р; пусть к > т, 

Р а з д в л и м ъ алгебраически F(X) на. А " — А . , ; мы получимъ некоторое частное F{(X) 
степени т — i относительно X, того ж е вида какъ н F(X) и остатокъ F(Xt) деляшдйся на Р 
но модулю р. Поэтому будемъ иметь т а к о е еравненте: 

F[X) == (X — Xf) jF.,(A) ч - АР (мод. р ) , 

где А некоторая ф у н к щ я х. 
Внося в ъ это сравнение вместо А' последовательно А"2, А' 3 , . . . , Хк и з а м е ч а я , ч т о , по 

п р е д п о л о ж е н ™ , j P ( A 3 ) , F{Xa), . . . . F(Xk) д е л я т с я на Р но модулю р, мы найдемъ , что 
(А,, — A.,) Ft(Xh), где Л какое угодно изъ чиселъ 2 , 3 , . , . . к делится на Р по модулю р . 
Т а к ъ к а к ъ разность А,, — А, не д е л и т с я на Р но модулю р, то Ff(Xh) должно делиться на Р 
но модулю р. 

И т а к ъ м ы им'Ьемъ более т — '] результатовъ 

F , ( A . 2 ) , Fl{X,) . . . . F , ( A , ! 

делящихся на Р по модулю р . В ъ этомъ заключается противореч1о, потому что степень / ' \ ( А ) 
равна т — 1 ; т а к ъ что теорема доказана вообще. 
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11. 

Теорема*. Всякая функцгя Р степени v простая по модулю р дгьлитъ по этому 
модулю функцгю ж?" •— х. 

Доказат. Пусть 
( l j A , , А 2 , . . . . Xp»_t 

будутъ всевозможные различные наименьшее в ы ч е т ы но модулю р и ф у н к ц ш P. г 

Обозначимъ теиерь черезъ А какую нибудь функщю нед'Ьлящуюся на Р но модулю р и р а з -
смотримъ произведошя, 
(2) AXV А\ Щ,»-,, 
А ж в с ё члены ряда ( 1 ) 

Ни одно изъ этихъ произведен»! не делится на Р по модулю р, потому что множители изъ 
которыхъ состоять произведешя пе делятся па Р по модулю р. Точно т а к ж е разность какихъ ии-
будь двухъ членовъ строки ( 2 ) пе делится на Р по модулю р, потому что эта разность сравнима 
но модулю р и функщи Р съ однииъ изъ членовъ той ж е строки. И т а к ъ если мы возьмемъ наи­
меньшие вычеты всвхъ членовъ строки ( 2 ) по модулю р и функщи Р , то получимъ снова все в ы ­
четы ( 1 ) только в ъ другомъ порядке . Т а к ъ что вообще 

АХа = Хп + Вп . Р ( м о д . р ) • 

где Вт —1 некоторый полиномъ относительно х съ целыми к о е ф ф и [ ц е н т а м и . 
Перемножая все т а ш я сравнешя, мы получимъ 

А , А 2 . . . . Xp^Ar'-' = А , А а . . . . Xpi_, - t - PQ (мод. р ) , 

где Q т а к ж е некоторая функщя х. 
И з ъ этого сравнешя видно, что ф у н к щ я 

А ' , А 2 . . . . А > _ , ( Л > - < - • " ) 

делится на Р но модулю р. Т а к ъ какъ множитель А , А 2 . . . . Xj,v_1 не делится на Р но мо­
дулю р, то А*?*-* —• 4 должно делиться на Р по модулю р, Уиноживъ эту ф у н к щ ю на А и но-
ложивъ А = х, найдемъ, что 

хУ •— х 
делится на Р но модулю р. 

12. 

Теорема 8 . Функцгя xf'1—х мозкетъ делиться по модулю р на простую функ­
щю Р степени v только тогда, когда у. дгьлится на v. 

Доказат. Во нервыхъ покажомъ , что если р. меньше v, то х>^— ж не д е л и т с я на Р но 
модулю р . Допустимъ действительно, что 

х^—- х~РА (мод. р ) 
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где А н е к о т о р а я ф у н к щ я . Возыиемъ т е п е р ь к а к о й нибудь изъ наименьшихъ вычетовъ по модулю 
р и простой ф у н к щ и Р наприм'връ 

f(x) — а0 -+- а^х ч ~ а 3 ж 2 - » - . . . . - + - a v _ , a ; v _ < , 

где а0, at,: . . . . o v - 1 — ц е л ы я числа заключенный в ъ пределахъ О и р . 
П р и м е н я я к ъ f(x) последовательно р. р а з ъ лемму п ° 8 , получимъ 

( м о д . р ) . 

Внося сюда в м е с т о сравнимую с ъ иимъ ф у н к щ ю по модулю р 

х*1* ~ х -+- РА (мод. р ) , 

найдемъ 
[ / ' И К — f(x) s = Р < ? (мод. р ) 

где ( ) —• н е к о т о р а я ф у н к щ я х. • / 
Отсюда с л е д у е т ъ , что ф у н к щ я 

X"1'' — X 

делится по модулю р на Р какой бы п а к м е н ы т й в ы ч е т ъ изъ p v — 1 в ы ч е т о в ъ т ы не подставили 
на место X, а это противуречитъ т е о р е м е п° 4 0 , потому что р. < v . Во в т о р ы х ъ намъ остается 
д о к а з а т ь , что если ф у н к щ я 

а У — х 

делится но модулю, р на функщю Р и р. > v, то р. делится на v. П у с т ь q будетъ частное и г 
остатокъ отъ двлешя р. на v, т а к ъ что р. •=. qv - i - г . По теореме « ° ' М ф у н к щ я Р делить ио мо­
дулю р ф у н к щ ю 

. xi>' — х = х(х^~>' '1 ) , 

а эта последняя р а з д е л я е т ъ алгебраически ф у н к щ ю 

Х(ХР*9-* — 1 ) —ХРП • — да, 

потому что показатель р 1 " 7 — ! делится на p v — 1 . Т а к ъ к а к ъ , по п р е д п о л о ж о ш ю , х^'—«также 
делится на Р , то и разность 

х ^ — х — (xfq — х)= X'fi — ХРЩ. 

делится на Р по модулю р . Но эта последняя разность сравнима по модулю р съ 

и следовательно не м о ж е т ъ делиться на Р безъ того , чтобы ф у н к щ я 

да'' — х 

не д е л и л а с ь на Р по модулю р ; но последняя ф у н к щ я ие делится па Р , если г неравно пулю, 
т а к ъ к а к ъ г меньше v, 
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13. 

На основаиш нредыдущпхъ теоремъ мы можемъ легко у б е д и т ь с я , что существуютъ простыл 
функщи по модулю р каждой данной степени v и даже можемъ найти число этихъ ф у и к щ й . 

Т е о р е м ы я п ° 1 1 и 1 2 можно выразить еще такимъ образомъ: 
1 -е . Ф у н к щ я ХР'—х можетъ делиться по модулю р только на п р о с т а я ф у н к щ и степени -v 

или степени 8, где д есть делитель v . 
2 - е . Ф у н к щ я ХР'— х делится по модулю р на каждую изъ п р о с т ы х ъ функщи степени v. 
3 - е Фуикщ'я ж ' " — х делится по модулю р на каждую изъ простыхъ фуикщй степени д., 

где 8 есть делитель v, потому что она алгебраически делится на ХР" — х. 
Наконедъ заметимъ, что ф у н к щ я ХР' — х не имеетъ кратныхъ множителей по модулю р, 

потому что ея первая производная сравнима съ —• 1 по модулю р. 
И з ъ всего этого следуетъ , что ф у н к щ я ХР' •— х равна по модулю р произведение в с е х ъ 

простыхъ фуикщй степени v н степеней равныхъ делвтелямъ v. . „ . 
И т а к ъ , обозначая черезъ |/с] число простыхъ фуикщй по модулю р степени к, мы полу­

чимъ равенство 
(-1) p v = v[v] Щ -+-д'{5'] - ь - ь . . . . [1 ] 

где $, д', д" \ — всевозможные делители v; каждая часть этого равенства в ы р а ж а е т ъ 
степень функщи ХР'' — х, Для v = \ , мы паходимь по формуле ( ' I) 

[ 1 ] = Р . ' 
Эти ф у н к щ и суть 

Для v 2 , и м е е м ъ 

откуда иаходимъ 

х, х"— \, х — 2 , . . . . х — р - ь 1 . 

р» = 2 [ 2 ] ' - ь И ^ -

2 

Чтобы получить общее выражен1е [v] мы положимъ, что 

Г Д' Ь 4i< ?2< • • • • Ь"~~ различны я простыл числа . Д о к а ж е м ъ предварительно т а к у ю лемму: 
ЛЕММА 6. Если развернет скобки въ вырао/сенги 

< ' - i ) 0 - i ) - - 0 - i ) 
сдгълавъперемпожете, то получимъ %1 цп,лыхъ чиселъ, изъ которыхъ половина будетъ 
положительных* и половина отрицательным; такъ что можно положить > 

< " - i ) 0 - i ) - - " 0 - i ) = a . - ^ 
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само число v входить въ совокупность чиселъ v Обозиачивъ черезъ $ какой, нибудь 
дплитель v меныит м, мы докаокемь, что меоюду числами v 4 будетъ столько же дтля­
щихся па $ сколько и между числами v r 

ПРИМЪРЪ. v = 6 0 

6 0 ( 1 — | ) ( 1 — I) ( 1 — | ) = 6 0 н - 1 0 - ь 6 - ь 4 — 3 0 — 2 0 — 1 2 — 2 
Полагая н а п р п м е р ъ # = 1 0 , м ы в и д и м ъ , что к а к ъ между числами v < t т а к ъ и между числами 

Четь два числа деляшдяся на 1 0 . 
Доказат. Т а к ъ какъ <5 меньше v , то между числами 

будетъ по крайней м е р е одно число , которое входитъ въ Ь с ъ меньшимъ п о к а з а т е л е м ъ , ч е м ъ в ъ 
П у с т ь одно нзъ т а к и х ъ ч и с е л ъ б у д е т ъ q.. 

Составимъ п р о и з в е д е т е 

«О - i ) 0 - i ) • • • • 0 - тЬ) 0 - т = г > • • • о - i ) 
— 2А — 2В. 

В ъ каждое и з ъ чиселъ А и В множитель </,. входитъ в ъ степени « ; , к а к ъ и въ число «. Чтобы 
перейдти отъ этого п р о и з в е д е т я к ъ п р о и з в е д е т » ) 

< < - £ > ( • - * ) • • • • « - £ > " 
1 А надобно его умножить на 1 ; т а к ъ что и з ъ каждаго числа А п о л у ч и м ъ два An > 

В 
а изъ каждаго В два числа В и • 

Зам 'Ьтимъ, что если какое нибудь число А или В не делится на <5, то и оба числа изъ него 
нолученныя не будутъ делиться на 5; если ж е какое нибудь число А или В двлится на $ , то и 
оба числа изъ него полученный д е л я т с я на $ , потому что cj{ входитъ въ $ съ показателемъ по 
крайней м е р е на единицу меньшимъ ч'вмъ в ъ v и , ел1;доват. , ч е м ъ в ъ А или В. 

К р о м е того одно изъ этихъ ч и с е л ъ будетъ принадлежать къ чиеламъ vv а другое к ъ ч и с -
ламъ v 2 . Положимъ т е п е р ь , что между числами А е сть h делящихся на $ , а между числами В 
т а к и х ъ чиселъ к. Тогда изъ замеченного с е й ч а е ъ с л е д у е т ъ , что к а к ъ между числами v ( т а к ъ 
и между числами v 2 будетъ h -+- к ч и с е л ъ делящихся иа $ ч . и т . д . 

П р и л о ж и м ъ т е п е р ь эту лемму к ъ опредъ'ленш числа [v] изъ уравнения 

р " = -+- Щ - ь д'[3'] - ь 8"[д"] - ь . . . . - ь [1 ] . 

Зам'виимъ здесь v последовательно всеми числами v , , а потомъ в с е м и числами v 2 и соста ­
вимъ в ы р а ж е т е 

V — V 
В ъ этомъ выражении сократятся все ч л е н ы вида 

¥ 1 . 
8 
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где Ь какой нибудь делитель v меньшШ v, потому ч т о , по п р е д ы д у щ е й л е м м е , они войдутъ столько 
же разъ с ъ н - , сколько съ —, т а к ъ что 

2 p , < — 2 p , » = v [ v ] 
и следовательно 

[ у ] = SP'J,~SP*' • 

14. 

М ы теперь сделаеиъ дополнеше къ тому, что было сказано о р а з л о ж е н ш на простыл функ­
ц ш . Если т р е б у е т с я разложить данную функщю А на простые множители по модулю р, то надобно 
сначала определить не имеетъ ли эта функщя кратныхъ делителей; если п м е е т ъ , то она м о ж е т ъ 
быть представлена подъ видомъ 

A=V{

n'V^. . . . (мод. р) 

где Vv Vi и т . д . не имеютъ у ж е кратныхъ д е л и т е л е й и определяются , к а к ъ мы видели в ы ш е , 
поередствомъ алгебраическаго д в л е ш я . 

И т а к ъ вопросъ приведется только к ъ тому случаю, когда А не и м е е т ъ к р а т н ы х ъ множите­
лей по модулю р . Допустивъ это, мы найдемъ общаго иаибольшаго делителя ф у н к щ и А и xv — х 
по модулю р . Этотъ делитель и будетъ п р е д с т а в л я т ь , к а к ъ это с л е д у е т ъ изъ предыдущихъ т е о -
р е и ъ , произведете всехъ простыхъ множителей А нерпой степени. Обозначив'!, его черезъ Р ( , 
мы получимъ 

А == PtAt (мод. р ) , " 

где A,t некоторая ф у н к щ я . Р , можетъ быть равиымъ единице . Точно т а к ж е мы получимъ про­
и з в е д е т е простыхъ множителей А второй с т е п е н и , отыскавъ общШ наиболыпШ делитель функцш 
А^ и х^—х. Обозначая этотъ делитель , который т а к ж е можетъ быть равенъ е д и н и ц е , черезъ 
Р 2 , получимъ 

.At~ Р 2 . 4 0 (мод. р ) . 

Продолжая поступать такимъ образомъ д а л е е , мы непременно дойдемъ до числа Ат не содер­
жащего х; т а к ъ что 

А = Ат . Р , Р а Рт (мод. р ) . 

Чтобы закончить разложеше А на простые множители, намъ надобно показать какимъ образомъ 
разлагается каждый изъ нолшюмовъ P v иа простые множители степени v, Съ этою ц е л ь ю можно 
поступить т а к ъ : разд'Ьлимъ иолшюмъ Р „ иа функщю' 

ж " ч - a{xv~'-i- a 2 , « v _ s - b . . . . - н а , , 

где к о е ф ф и щ е н т ы а , , а 2 . . . . a v суть неопределенный количества и п ы р а з и м ъ , что остатокъ сто - ' 
иени v —- 1 полученный при этомъ делепж делится па р . Это п а и ъ д а с т ъ v сравнен")!, изъ кото­
рыхъ м ы и определимъ коеффищенты а , , а 2 , . . . . а„ . v 5 
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О функцш 

Очень з а м е ч а т е л ь н ы й примеръ р а з л о ж е ш я функщи на п р о с т ы е множители но некоторому 

модулю п р е д с т а в л я е т ъ ф у н к щ я • _ ^ - Модуль р , к а к ъ всегда, будемъ считать простышъ числомъ. 

Если п д е л и т с я на р , то , полагая 
n=pH'v> 

г д е v у ж е не д е л и т с я на р, будемъ и м е т ь 

хп— 1 = ( ж и — ( м о д . р ) 

и следовательно, достаточно разсмотреть только ф у н к щ ю ж" — 1 при п неделящемся на р. П р и 
п = р, и м е е м ъ 

хр — \ = (x — \)v (мод. р ) 

и , следовательно , xv — 1 по модулю р равно степени р линейнаго м н о ж и т е л я . Предполагая 
теперь что п не делится на р , м ы д о к а ж е м ъ следующая п р е д л о ж е н а . 

З а м е т и м ъ прежде всего , что ф у н к щ я х"—1' не имеетъ к р а т н ы х ъ множителей по модулю р, 
потому что иначе она имела б ы по этому модулю общаго делителя съ ея первою производного 
пхп~\ чего очевидно н е т ъ . 

Т е о р е м а I. Вслти простой по модулю р множитель фупкцт х"— 1 принад­
лежать также и функцш хХп— 'J , гд/ъ 1 — какое нибудь грълое число. 

Д е й с т в и т е л ь н о , ф у н к щ я хХп—1 д е л и т с я алгебраически на ф у н к щ ю х"—1; следовательно 
все множители по какому угодно модулю ф у н к щ и ж" — i будутъ т а к ж е принадлежать и функцш 
хпХ — А. • 

Т е о р е м а II . ВсякШ общШ дтлгтель по модулю р функцгй -£zz~\ и 'р _ i 
со1— 1 

будетъ такэ/се дгьлителемъ функцш ~c^zzY> ?d'b $ е ш ь общгй наиболъшгй дплитель 
чиселъ 11 и I. ' 

П у с т ь s и t будутъ к а т я нибудь ц е л ы я положительиыя числа удовлетворяющая уравнение 

ОбщШ делитель но модулю р ф у и к щ й •• ^ • и _- { будетъ т а к ж е общимъ д е л и т е л е м ъ 
, ... CD'" — 1 Д)*А — 1 

ф у н к щ и c o _ i и --—j-, и т а к ж е ихъ разности 

х'п — xlX

 а xs— 1 , 

х — 1 — х х - \ ' 

а , следовательно , онъ будетъ делить по модулю р ф у н к щ ю - f-



— 2 0 

Теорема I I I . Если п будетъ число простое и р принадлежать7 къ показателю 

A по модулю п, гд/ь А есть, какъ известно, д/ьлитель п — 4 , то функцгя -х _,} 

равна по модулю р произведенгю п ^ ^ простыхъ функцгй степени Л. 

Во первыхъ з а м е т и м ъ , что ф у н к щ я 
ж" — 1 
х — 1 

не можетъ иметь по модулю р пикакихъ д-влителей, кроме простыхъ ф у н к щ и степени А или с т е -

пеней к р а т н ы х ъ А. Действительно, допустимъ, что ф у н к щ я x _ i - делится по модулю р иа н е ­

которую простую функщю степени v. Эта ф у н к щ я (n° 1 4 ) разделить т а к ж е по модулю р функщю 

ж ' ' " — х = х(хь'~' 1) 

и , следовательно, p'J— 4 делится на п (теорема II этого п°) 

т . е. p v = 4 (мод. п); 

по р принадлежать къ показателю А, следовательно v есть кратное А. 

Во вторыхъ докажешь, что ф у н к щ я - j - z r y - и е можетъ д е л и т ь с я , но модулю р, на простыя 

функщи степени которыхъ суть кратный Л и не равны А. Для этого з а м е т и м ъ , что ф у н к щ я — — г -

алгебраически делить функщю х'1 — х = х(хр>~'— 4 ) . Вследствие этого допустивъ , что функ­
щ я ж " — 4 делится по модулю р на простую функщю степени v = АА, где 1 > 1 , мы нашли 
б ы , что эта ф у н к щ я д е л и т ь по модулю р xpl— х, где А < v, въ чемъ заключается противоре-
4 i e ( n ° 1 2 ) . 

16. 

О пергодахъ*, 

Чтобы на самомъ д е л е получить т е —^— п р о с т ы х ъ множителей стенени А, на которые 

р а з л а г а е т с я , какъ мы видели, ф у н к щ я _ х , при п простомъ, по модулю р, мы разсмотримъ 

свойства т а к ъ называемыхъ перюдовъ и п окажем ъ , что при этомъ с у щ е с т в у е т ъ полная а н а л о г а с ъ 
р е ш е т е м ъ у р з в н е ш я ж" — - 1 = 0 . 

Условимся сначала въ иекоторыхъ определеишхъ: 
М ы будемъ говорить, что две функщи А п В сравнимы между собою по некоторой функщи 

U, если ихъ разность А — В алгебраически делится на 17 т . е . А • будетъ ц е л а я ф у н к щ я 
съ целыми коеффищентами. Это сравиеше изображается т а к ъ : 

А = В (С/). 
Если разность двухъ фуикщй А а В делится на функщю V по модулю р, то м ы будемъ 

говорить, что функцгя А сравнима съ В по модулю р и функцгй V (п° 9 ) . 
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Это сравнеше изображается т а к ъ : 

Л~ В (мод. р, U). 

Т а ш я с р а в н е ш я можно т а к ж е складывать и умножать к а к ъ и обыкновенный с р а в н е ш я . 
Условившись въ этомъ и ноложивъ 

хп — \ 
X — 1 

где п число простое , мы д о к а ж е м ъ , что в ъ ряду функцШ 

( 1 ) 1 , X, х \ . . . . Ж""' , Ж", Ж" + \ . . . . 

п е р в ы я п членовъ не сравнимы между собою по функцш U, Д е й с т в и т е л ь н о , разность 

хт—хг 

г д е т и г положительный ц е л ы я числа м е н ы ш я п не можетъ делиться алгебраически на U. 
З а т е м ъ ка?кдый изъ членовъ ряда ( 1 ) следующихъ после м-го сравнимъ по функщи U с ъ 

однимъ изъ членовъ 
1 , х, ж 2 , . . . . аз""" 1 . 

Д е й с т в и т е л ь н о , возьмемъ какую нибудь ф у н к щ ю хт, где т ^>.п. Р а з д е л и м ъ ш н а п и 
пусть s будетъ ч а с т н о е , а г о с т а т о к ъ меиьшлй п . Тогда 

т = sn -t~ г . 
Р а з н о с т ь 

хт— хг=хг\х™— 4 ) 

очевидно д е л и т с я на £/ и следовательно 
ж т = ж ' ' (С/). 

Ф у н к щ и 
Я/) Ж j • , , • я? 

могутъ быть распределены въ п е р щ ы следующими образомъ: , 
П о л о ж и м ъ 

п •— 1 = ef, 

где е и f два делителя п—1, и п у с т ь д есть нервообразный корень ч и с л а п. Т а к ъ к а к ъ мы 
теперь будемъ разсматривать с р а в н е ш я по ф у н к щ и U, то вместо ф у и к щ й 

х, ж 2 , . . . . ж " - 1 

м ы м о ж е м ъ в з я т ь ф у н к щ и 
( 2 ) ж , х\ ж 9 ' . . . . ж ! ,п—« 

сравнимый с ъ первыми по ф у н к щ и U, потому что наимеиьцце п о л о ж и т е л ь н ы е в ы ч е т ы чиселъ 

1 . д, <f • . , • Г" 
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по модулю п отличаются, к а к ъ и з в е с т н о , только порядкомъ отъ ч и с е л ъ 

1 , 2 , 3 , . . . . п — 4 ; 

а мы видели выше , что функцш хт и хг сравнимы по функщи U, если т s г (мод. и ) . 

И з ъ ноличеетвъ ( 2 ) ' м ы составииъ в ы р а ж е ш я 

I = Х •+• X -4— Я5 - + - . . . . Н— Л? 

= «» - b ^ a e + 4 - b , . . . - b ^ - , ) 0 + i i 

(3) { • . . . . ) ( £ / ) 

= аз" -+- x ч-х" и- . . . . ч- аз" 

Эти в ы р а ж е ш я мы будемъ называть пергодами. Ф у н к щ и £ , £ , , . . . . £ „ _ , не совершенно 
определены, потому что one даны при помощи с р а в н е н ы по функщи V. Можно было бы уничто­
жить эту неопределенность принявши за функщю % остатокъ степени не выше п — 2 , который 
получится при д е л е н ш 

аз -+- а г -+- аз" -+- . . . . з г 

на U, но в ъ этомъ н е т ъ необходимости. 
17. 

Относительно перюдовъ мы сделаемъ следующая з а м е ч а ш я : 
J ) Перюды 

получаются 'последовательно одинъ изъ другаго переменою аз на ха. Если сделать т у ж е подста­
новку в ъ п е р щ е то получится , £„ = = £ ( £ 7 ) . 

Д а л е е перюды будутъ повторяться, т а к ъ что вообще 

И з ъ сравнешя (1) следуетъ , что если аз заменить на х'\ где p. =gl" (мод. ц), т о н о р ш д ы 
обращаются сами въ с е б я , Если ж е р. = д1"'^ (мод. п), то периоды 

обратятся соответственно въ 

З а м е н я я наконецъ въ п е р т д е £ х на аз \ где. Я какое нибудь ц е л о е положительное ч и с л о , полу­
чимъ функщю , 

А.~хХпч-xhg°-i- . . - н xh's[f~"]\ 
З а м е ч а я , что 

: хкп— 1, 



— 2 3 — 

(17). 

Т а к ъ к а к ъ 

f=E[/ ' ,o] = [/:, н 

I I ) Сумма першдовъ 

\ -+- - ь £ 2 - + - . . . . ч - £ е _ ( = = ж ч - ж 2 - » - . . . . - ь - да1"""1 (17), 

ж" — 1 
ж — 1 ' 

то 

\ _ ь ^ _ ь н _ . . . . ч - ? е _ , = — 1 (£7). 
I I I ) Если / ' р а в н о произведен™ двухъ ц е л ы х ъ чиселъ Ъ и с , т о , очевидно, что каждый и з ъ 

першдовъ (f, 4 ) , ( / , < / ) . . . . содержащихъ f членовъ будетъ состоять и з ъ с першдовъ изъ к о ­
торыхъ к а ж д ы й с о д е р ж и т ъ Ъ членовъ . 

[[,\] = [Ь, '!]-+-[*. Л - ь [ 6 , Л [ Ь , . 9 ( 0 - ° " ] 

' [/', 9} = [*, <?] - ь [ 6 . 0 * - ' ] ~ н [ 6 , „ • » • • ] - ь . . . . [Ь, д ^ " } 

IV) Л е г к о теперь доказать , что совокупность першдовъ не зависитъ отъ произвольно в ы б р а н -
паго первообразиаго корня д. Д е й с т в и т е л ь н о , пусть G будетъ какой нибудь другой первообразный 
корень числа п. Т о г д а , какъ и з в е с т н о , будемъ и м е т ь 

G==f (мод. и ) , 

где Р число взаимно простое с ъ n — I. 
Отсюда с л е д у е т ъ , что н а и м е н ы ш е положительные в ы ч е т ы по модулю п чиселъ 

I,G',G" S[F-,)0 

только порядкомъ будутъ отличаться отъ наименьшихъ п о л о ж и т е л ь н ы й в ы ч е т о в ъ чиселъ 

1, G';G", . . . . G{r~,)e. 

Т о ч н о т а к ж е паименьние положительные в ы ч е т ы по модулю п чиселъ 
, , « „0-1-« ( / • - ! . ) « + « 

где /с-какое нибудь ц е л о е положительное число , делится иа U, мы н а й д е м ъ , ч т о 

A==f (U) 

Обозначая следовательно черезъ [f, Ц сумму 

будемъ и м е т ь 

о ] ^ [ / ' , flT'J a [ f , . . . . 
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будутъ только порядкоиъ отличаться отъ наименьшихъ положительныхъ вычетовъ чиселъ 

> , <Г^<Г+<3 ^ - > ^ , 
если 

да == G? (мод. п). 

И з ъ всего зтого з а к л ю ч а е м ъ , что если въ перюдахъ 

[f, *].if, д] . . . . V, Г*] 

изменить д на G, то изменится только ихъ порядокъ . 

1 8 . 

Докажемъ теперь основную теорему относительно перюдовъ. 
Теорема. Произведете двухъ перюдовъ [f, X] и [/', р.], одипаковыхъ или раз-

личныхъ, сравнимо по функцгй U съ линейною фунщгею перюдовъ 

If, 1 ] , [f,g], • • • • [А«Г *]. 

коеффицгенты которой суть цтлып числа, 
Доказат. Умножая каждый членъ перюда [/', р] на перюдъ 

[f, х] = [AV] = [Л ¥ ' ] = • • • . ( 0 ) 
получимъ 

[/', X] [/', р] = [/", А] ^ ч - [f, AO«J . . . . ч - [f, у - > ] . W f - ) e
 I 

== x^- ч - а У 9 ° + ' ' ч - . . . . ч - a ^ - 0 ' ^ / 

и следовательно 

(1 ) [/; X] [/', P ] = = [f, X - ч - p.] ч - [/', Xa" ч - F . ] -+- . . . . [f, X / - ' > « —i- p] (U) 

Некоторые изъ перюдовъ 

(Л * h - f ) . (/'. ¥ •+• /*) • • • • 

могутъ быть сравнимы между собою по ф у н к щ и V; кроме того , если 

V - * - Р -— О ( И °Л- п ) > 
то 

[Л V - + - / * ] з п и ) . 
И т а к ъ вообще будемъ иметь 

(2) [АЧ[ЛН = « / , н - « + ^ - ь . . . , / 5 Л . ; (Г/) 
где а, Ь, с . . . . — числа ц е л ы я . 
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И з ъ доказанной теоремы выводятся некоторым схвдетьчя: 
У м н о ж а я обе части сравнешя ( 2 ) иа [/', v ] , м ы получимъ при помощи формулы ( 1 ) 

[Л ц [л н [/'. л=«'/'•+ Ь% ч - с % ч - . . . . ч-- ( z / ) . 

Т а к ъ что вообще если Г - е с т ь ц е л а я региональная ф у н к щ я першдовъ 

£ • £ | > £ 3 ) • • • • 

с ъ ц е л ы м и к о е ф ф п щ е и т а м п , то можно принять 

У= Л ч - В £ - I - С 5 ( ч - ч - {U), 

где Л , ' В , С , . . . . L суть ц е л ы я ч и с л а . 
Д а в а я въ сравнешй (2) числамъ I и /л различный з и а ч е ш я , мы получимъ следуюкця сравнешя. ' 

Г' = . ? / ' ч-яг!- -+ - '» ,£ , - + - m 2 V Л _ | 
^ = . s c y _ , „ m u > ? +т\% H - n i ^ i -+-....-wn};!,,?. , 

( 3 ) " - ( " > (V) 

где 

»I (1>, . . . . m\_\ 

суть ц е л ы я числа равныя т е м ъ , которыя получаются въ с о о т в е т с т в у ю щ и х ъ ф о р м у л а х ъ дли дву-
ч л е н н ы х ъ ypaBHeniii. 

И з ъ этихъ сравнеиШ можно в ы в е с т и одно сравпеше 

( 4 ) Г - ь р , Г ' V£~* ч - . . . . ч - р . = = 0 ( # ) , . 

г д е р 1 . Р а • • • • р„ числа ц е л ы я . 
Е с л и мы это сравпеше обратпмъ в ъ у р а в н о ш е , то оно будетъ совпадать совершенно съ т е м ъ , 

которое с л у ж и т ъ для о п р е д е л е н а / '— члеппыхъ пер1одопъ е о с т а в л е ш ш х ъ изъ корней уравпешя 

f = | = О. 

Сравнение ( 4 ) удовлстворяютъ в с е перюды 

К р о м е того , поступая т а к ъ к а к ъ въ двучлеииыхъ у р а в п о т я х ъ , можно вывести сравнеше 

Шх = = a W ч - uf4 ч - AFE ч - . . . . ч - а | £ ( U ) 

(Х = 1 , 2 , . . . . е — - I ) • 

г д е JV, a ( i ) , а(Д . . . . . суть числа ц е л ы я ; при зтомъ JV не равно нулю, 
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П у с т ь р будетъ простое число принадлежащее к ъ показателю h по модулю п м f число д е ­
лящееся на Л, т а к ъ что 

PF = = 1 (мод. п ) . 

Мы разсмотрнмъ теперь свойства першдовъ относительно модуля р и ..некоторой функцш Р простой 
относительно этого модуля и делящей функщю V. Очевидно, что все нредыдунця сравнешя по 
функщи U остаются справедливыми, если ихъ взять по модулю р п функщи Р , т а к ъ какъ U д е ­
лится на Р по модулю р. 

Т е о р е м а . Пергоды сравнимы съ ими торыми цшыми числами 
по модулю р и функцгй Р. 

Доказат, Мы имеемъ на основами только что сдвланнаго з а м е ч а ш я , 

? = Ж Ч - Г - f - xJ - + - . . . . н - ж" (мод. р , Р) 

Возвыспвъ обе части этого сравнешя въ степеиь р, получимъ при помощи леммы « и 8 

(1 ) ? = ( ж н - / + / е + . . . у 

= x^-h-x1'9" ~t- х"0"' и - . , . , (мод. р, Р ) . 

С ъ другой стороны т а к ъ к а к ъ р удовлетворяетъ сравнение 

, рг = 1 (мод. п) 
и , следовательно, срапненйб 

р==д'м (мод. и ) , 

где X некоторое целое число , то будемъ иметь 

х * _ ь хп* « » " _ ь _ ь а, >*• = = ^ (£/ j 

Откуда по ( 1 ) иолучаеиъ 

Лр = 1 (мод. р , Р ) . 

Итакъ разность 5*— 5 сравнимая по модулю р с ъ произведешемъ 
5 ( 5 — 1 ) (5 — 2 ) . . . . (5 — р - н I ) 

делится на Р по модулю р . 
Т а к ъ к а к ъ Р есть функщя простая , то одинъ изъ множителей этого п р о и з в е д е н а долженъ делиться 
на Р по модулю р — другими словами 5 сравнимо с ъ одиимъ изъ ч и с е л ъ 

О, 1 , 2 , р - \ 
по модулю р и функщи Р . 

Т о ж е самое можно сказать и отшсительно другихъ нершдовъ 

I ? ? 
' ) | 'Ч ' • ' • •»„_ | . 

Пусть 



будутъ т е числа , с ъ которыми сравнимы перюды, 

по модулю р и функщи Р . Эти числа могутъ быть найдены с л е д у ю щ и м образомъ: 
Мы им1;ли сравпеше 

где р , , p » - . . . . р„ суть целый числа определяемый изъ сравнеиШ 

— р, == 5 -+- 5, н - . . . . и- 51,_, 
, р, = 55, 558 - + - . . . . -ь £ в _ А _ , 

— р.( = 55(52 н- .. . . <*0 

И з ъ этихъ сравнешй выводятся т а ш я : 
— р , = = w, - I - nt -+-

р з = = ИН, - 4 - « М 2 

— Ра — - н • • 
(мод. р ) 

Поэтому сравнение 

и' ч- р,«'""' ~+~ PjM""* - + - . . . . -н р, === 0 (мод, р) 
у д о в л е т в о р я ю т в с е числа 

« . w, 

Это насъ приводитъ къ теореме доказанной в ъ первый разъ КУММЕГОМЪ: 0 

Уравнение степени е, при помощи котораго определяются пергоды состоящее 
изъ f членовъ для корней уравнения 

х — 1 — И ' 

при п простомъ, имгъетъ всегда е корней равпыхъ или неравныхъ, если ею рассматри­
вать какъ cpaeiienie по модулю р удовлетнорнющему сравненью 

pf = 1 (мод. я ) 

И з ъ сравнешй ( 3 ) (п° 4 8 ) выводятся т а ш : ' . 

к* == sf-+-mu -+- т{и{ - ь , . . . н- тс _',«,._, J 
«н, == я^'У-ь т('>к -г- м,'1'**, - ь . . . . -+- m'J\_lue_l (мод. р ) 

i"- ') , , . . 4 , , (*-' 

И з ъ опредёленш чиселъ 
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с л е д у е т ъ , что для всякой целой функцш £„_ , ) першдовъ с ъ целыми коеффнщентами 
и м е е т ъ место сравнеше 

<Р(5, 5 . . . . . . $ _ , ) = = <р(«, « , « . _ , ) (мод. р , Р ) 
И т а к ъ , если 

9 ( « , и , , м 2 , . . . . . = О (мод. р) 

то <Р (5, 5, . . . . ?„_,) делится, па Р п о модулю р. 

20. 
Т е п е р ь мы нокажемъ какимъ образомъ определяются простыл ф у н к щ и , на которыя разла­

гается 17 по некоторому простому модулю р, принадлежащему къ показателю h по модулю п. 
П у с т ь 

м — 1 = = kh 
и 

I [ I t , 1 ] = H = J + S» + ! I S - + - . . . . - Ь Ж9 1 

) [ft, д] = я » + ' -4-аг° . . .. . + ^ 
Л) 

K—i „2/,'-и ..7»*—1 
[Л, g ' - j = 4 T _ , ЕЕЕ Ж9'' 4 - 35 + -4- . . . . - 4 - X? 

будутъ першды содержание Л членовъ. 
Обозначимъ далее черезъ Р одну изъ простыхъ фуикщй но модулю р делящихъ по атому 

модулю ф у н к щ ю 17. И з ъ предыдущего с л е д у е т ъ , что иершды 

я , • • • 
сравнимы но модулю р и функцш Р с ъ числами 

которыя псе определяются изъ одного сравнешя степени К 

vk.-+- <̂  ? / _ f - + - . . . . • + - </fc == О (под. /)), 

где (/.,, .gr a . . . . qh — ц е л ы я числа. 
Соетавимъ теперь сравнеше степени Л по модулю р и функцш Р , которому удовлетворяют!, 

функщи " 
„К „ S * JC'—«)* 

Для. в ы ч и с л и л а коеффищ'ептовъ этого сравнешя представляющегося подъ видоиъ 

( 2 ) (Х-х) (Х-х°) (X ~ х^) , . . . (X _ о / " - " " ) = 0 (мод. р, Р ) 

можно найти сначала суммы одииаковыхъ степеней корней или величины сравнимый съ ними но 
модулю р и функщи Р ; а нотомъ по пзвест пым ъ формуламъ НЬЮТОНА, которыя п у ж п о обратить 
въ сравнешя по модулю р и функщи Р , вычислить у ж е коеффищенты •сравнешя. 
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М ы им'Ьемъ uo формулаиъ (1) 

х _ь х°°-+- х " " н - . . . . и - х ^ - ф = [А, \ [ 

(мод. р , Р ) 

а ^ ч - а У -+- . . . . - ь xk°ih-'y' = = [ А , /с] J 

По доказанному ныше каждый и з ъ першдовъ 

[А, 1 ] , [А, 2 ] , . . . . [А, /с] 

сравнимъ по модулю р и функцш Р с ъ однпмъ изъ чиселъ 

V, V, 

Т а к ъ к а к ъ Р есть одна к а к а я нибудь и з ъ простыхъ ф у и к щ й д е л я щ и х ъ U по модулю р , то 
число с ъ которымъ сравнимъ первый п е р ш д ъ [А, 1] по модулю р и ф у и к щ й Р м о ж е т ъ быть в ы ­
брано произвольно изъ ряда чиселъ 

V,VT V^T 

напр . v; з а т ъ м ъ у ж е число v. соответствующее какому нибудь першду [А , д1} определяется на 
основанш зависимости существующей м е ж д у п е р ш д а м и : v. будетъ находиться въ такой же зависи­
мости съ v, въ какой першдъ [А, д'] находится с ъ п е р щ о м ъ [А, 1 ] . Т а к и м ъ образомъ определятся 
суммы одинаковыхъ степеней корней с р а в н е ш я ( 2 ) . Это сравнеше б у д е т ъ иметь видъ 

А'" Ч- LF I * - ' - ь Z 2 X " " 2 - н . . . . - + - /А = = 0 (мод. р , Р ) , 

где / , , 1Й, . . . . / д ц е л ы я числа . 
З а м е ч а я , что этому сравнен1ю удовлетноряетъ Х = ов, мы видимъ , что ф у н к щ я 

делится на Р по модулю р . Т а к ъ к а к ъ Р есть простая ф у н к щ я по модулю р степени А, то можно 
принять 

Р = xh -+- /, хп-' н~ / 2 ж 7 ' " 1 н- . . . - -t- /ь 

З а м е н я я « другими величинами. 

мы п о л у ч и м ъ д р у п я ф у н к щ и Р . , Г. 
21. 

ПРИМЪРЪ: П у с т ь 

и = • я - 1 " 

т а к ъ что п = 1 3 и п у с т ь р = 2 9 
Это число прииадлежнтъ къ показателю 3 по модулю 1 3 , следовательно 

Л — 3 , /с = . — д — = 

Одипъ изъ первообразных'!, корней 1 3 е с т ь 2 ; слсдоват . можно положить д — 2 . 
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•п — = ж ч - ж ) в + ^ 5 1 ~хч- хя ч - а ? " 

[ 3 . 2 ] = Ж 2 Ч- а:»* ч - ж 2 - а 5 й = ж а ч - ж" н- ж ' 

[ 3 , 2 2 ] = ж ' ч -

п.л— [ 3 . 2 3 ] ~ ж я ч -

И з ъ атихъ выражснШ находимъ 

. . . . . : У) И - Ч . Ч - И , . , , 

(П ' . \_ («О 
nvj 3 ^ " Л Ч - 1 д Ч - Г ) а | 

Отсюда ивв'Ьстнымъ епособомъ выводится сравнеше 

+ А ; , - Ь 2 Г - 4 1 + 3 = 0 ( ( / ) , 

которому удовлетворяютъ v>, я 4 , VJ 2 , » ? 8 . 
По доказанному выше мы заключаешь , что сравнеше 

J * ч - Xя ч - 2 А 2 — 4 А' ч - 3 = 0 (мод. 2 9 ) 
я м в е т ъ четыре корня 

V V V V 

соотвТ.тствующ!С псршдамъ 

Эти корни с у т ь : 

— 3 , 5 , 1 2 , 1 4 . 

Если принять v = — 3 , то д р у п е корни найдутся изъ сравнешй 

t r = г , ч - 2 « 2 

= и ч - t ' ( - + - г \ , 
то2 = = 3 ч - ч - t)g 
от3•= v ч - и 2 ч - t>3 

(мод. 2 9 ) 

которыя получаются и з ъ ( 1 ) . 
При этомъ им'Ьемъ 

и , = 1 4 , t), = 4 2 , v 3 = 5 . 

Т е п е р ь составимъ cpanuenie ио модулю 2 9 и ф у н к ц ш Р (одной и зъ простыхъ фуикщй д-в-

дящихъ U = д. i , x но модулю р ) , которому удовлетворяютъ функции 

tAJ . «Л/ • Л 

Паршды вт. настоящемъ с л у ч а е будутъ 



— 3 1 — 

М ы им'вемт» 

[ х -+- мя - ь хя = — 3 ) 
(2>) ^ + , « м ь ж 2 ' 8 = ' / ! = 1 4 ( ( м о д . 2 9 , Р ) 

[ А*+ХА.*+ ж

3 - 9 — т) = ~ 3 ] 

Пусть 
Г -+- а . Л * и - л 4 Y - I - о 3 = 0 (мод. 2 9 , Р) 

будетъ искомое cpaimenie 

И з ъ сравнешй ( 2 ) но фориуламъ НЬЮТОНА, н о л у ч а е м ъ 

а , = = 3 , а , = = 1 2 , а я = = — -1 (мод. 2 9 , Р ) 

следовательно одна и з ъ искомыхъ ф у н к ц ш Р, которую мы обозначинъ ч е р е з ъ Рй будетъ 

Р0 =-= - i - '.).•• ' 2 - н ' 1 2 ж — I . 

Т а к и м ъ ж е образомъ , полагая последовательно 

» = 5 , v = 1 2 , v • = 1 4 , 
получимъ д р у п я три ф у н к щ и 

Р , = «•» — 5 * ' + М * - 1 
Р 2 = — I 2 ж а — 3 ж — I 
Р 3 = .х-В — 1 4 ж 2 ч - 1 > ж — I 



Г Л А В А I L 

О комплексныхъ одиннцахъ. 
2 2 . 

Общ(п замгъчангя о комплексныхъ числахъ. 
П у с т ь 

(1) F ( « ) = 0 

будетъ неприводимое ypaBiienie nil степени с ъ целыми коеффищеитами т . е . другими словами 
нусть F(x) не делится ни на какую ц е л у ю функщю съ целыми коеффищентамп степени низшей. 
Мы нримемъ к о е ф ф и щ е н т ъ высшаго члена F(x) равнымъ единице . 

Корни уравпешя (i) будемъ обозначать черезъ 

/VI го /уь 

л0, . . . . ^„ -4 

П о л о ж п м ъ , что въ числе этихъ корней будетъ /с вещественныхъ 

х0, xt, . . . . xk_t 

и h—lc п а р ъ мннмыхъ сопряжеиныхъ 

т а к ъ что 

n— k 4~2(h — k) = 2ft — li. 
Какой нибудь и зъ корней 
будемъ обозначать черезъ х. 

Цгьлымъ комплексными чпеломъ завис ящимъ отъ корней урачнетя (1) мы будемъ 
называть всякую целую функщю с ъ ц е л ы м и коеффищентамп одного изъ корней этого у р а в н в ш я . 

Понятно , что изъ всякой такой функщи можно исключить в с е степени х, которыя будутъ 
не ниже п . Т а к ъ что общШ видъ целаго комнлекснаго числа ух будетъ 
( 2 ) ух = а0 -+- а ( х -+- а 2 ж 2 и- -+- ап_{ x"~i, 

г д е • « „ , а{, . . . . . а „ _ , озпачаютъ некоторый ц е л ы я числа . 
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5, 

С у щ е с т в у е т ъ только одно представлеше ц'Ьлаго комплексна™ числа <р(ж) цодъ видомъ ( 2 ) . 
Д е й с т в и т е л ь н о , если м ы ноложимъ е щ е 

ср(ят) = 6 0 -+- Ьк х -+- 6 2 ж2 -+- , . . . н- 6,,,, ж" - 1, 
где b0, bt . . . . b„_t числа ц е л ы я , то будемъ иметь 

°о — 6 о ( f li — V1 я -+- (а, — 6,) ass - i- . . . . н- (aa_t — /}„_,) ж"-< = О. 
Е с л и это последнее равенство не обращается в ъ тождество, т . е . если хотя одиа изъ разно­

стей 
яо — К> а, — 6,, . . ; . а„_, — 6„_, 

пе равна н у л ю , то мы будемъ иметь у р а в н е ш е , степени ниже н , с ъ ц е л ы м и к о е ф ф и щ е н т а м п , 
которому удовлетворяетъ одинъ изъ корней непрпводнмаго у р а в и е ш я (1), а въ этомъ заключается 
нротивореч1е. 

З а м е т и м ъ е щ е , что если ц е л о е комплексное число <р(ж) при к а к о м ъ пибудъ корне уравнев |я 

( \ ) обращается въ ращональную дробь — , г д е р и у числа ц е л ы я , то оно сохрапяотъ это «на­

ч е т е при в с в х ъ корняхъ у р а в н е ш я ( т ) . Въ самомъ д е л е у р а в н е ш е 

уср (ж) — р = О 

е ъ ц е л ы м и к о е ф ф и щ е н т а м п , и м е я одинъ общШ корень с ъ у р а в п е ш е м ъ 

F ( a ? ) = 0 

должно удовлетворяться всеми корнями этого у р а в п е ш я . 

Рацюнальиымъ комплекснымъ числомъ зависящимъ отъ корней уравпемн (1) мы 
будемъ называть числа вида •——•> где срж и фж — ц е л ы я комплексиыя ч и с л а . 

Примгъчапге. Для краткости ц е л ы я комплексиыя числа м ы будемъ иногда называть просто 
комплексными числами. 

2 3 . 
Комплексиыя числа 

Фо)> ?(*,). • • • • ТК-,) 
называются сопряженными10, а произведшие ихъ 

_<р(ж0) у(хЛ .... 
которое к а к ъ ц е л а я р а щ о п а л ь н а я симметрическая ф у н к щ я корней у р а в н е ш я 

/ •И = о, 
есть ц е л о е число — нормою1 *• комплексного числа <р(ж). Норму <р(а?) будемъ означать черезъ 
Щ(х), т а к ъ что 

Ny(x0) = Щх,) = . . . . . = Щ{хп_к). 
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Норма произведения двухъ комплексныхъ чиселъ срж и tyx или пъ 'сколькихъ, очевидно, равна про­
и з в е д е т » нормъ множителей ; т а к ъ что 

N(yxtyx) = Щх . Щх^. 

Зям-втимъ е щ е , что норма уж есть результанта ( R e s u l t a n t e ) двухъ у р а в н е и Ш 1 3 

<fx = 0 F(x) = 0 . 

В ъ саиомъ ДЪЛ'Ё и з в е с т н о , что результанта этихъ двухъ уравнеиШ равна 

у ( ж 0 ) у ( ж , ) ? ( » • _ , ) • 
Поэтому обозначая черезъ 

У,' У% • • • • У » - . 

корни у р а в н е ш я 

уж = я 0 - ь afx - ь . . . . -+- а ^ ж " - 1 = О , 

мы можемъ норму уж выразить еще т а к и м ъ образомъ: 

Щх = а1^. F(yt) F(y3) . . . . Flyn_ty*. 

Норма комплексного числа 

уж — a0-h atx -+- а 2 ж 9 -ь- . . . . - н а „ _ , а ; " - \ 
ее/in считать числа 

" о . • • • • В»- , 

неопределенными, представляется формою n - й степени отъ атихъ ч и с е л ъ . Свойства т а к и х ъ формъ 
, были изучаемы многими математиками , в ъ особенности ДИРИХЛЕ, КУММЕРОМЪ И ЭРМИТОМЪ. 

М ы назовемъ комплексное число 

у(ж,) у(ж 2 ) . . . . < р К _ , ) , 

которое, к а к ъ ц-Ьлая рацюнальная и симметрическая ф у п к щ я корпой у р а ш ш н ш 

F(x) 
X — ж 0 

о, 
есть ц'Ьлая ращ'оиальная фупкщя хй съ цИлыми коеффищеитами, ' 'союзными св у (да 0 ) . Обоз­
начая его ч е р е з ъ Ф(оо0), иолучимъ 

Щха) - ? Ю Ф(о=0) = Ч(х,) Ф(ж. ( ) = . . . ; №Р(х») = ( Л > К ) ) И - ' . 

• 24 

Что к а с а е т с я д'МетвШ ц р о и з в о д и н ш ъ надъ комплексными ч и с л а м и , то м ы зам'Ьтимъ с л * -
дущее: 

С л о ж е ш е и в ы ч и т а ш е этихъ чиселъ не представляетъ никакихъ з атрудпешй . При этихъ 
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дт,йств1яхъ надобио поступать т а к ъ , к а к ъ будто бы х былъ количествомъ произвольпымъ; т а к ъ 
что сумма двухъ комплексныхъ чиселъ 

<р(ж) = а0 -+- акх - ь . . . . -+ - а п _ ( ж " - ' 

будетъ 
а о •+- 6 о К К) ос -+- . . . . - ь ( а „ _ , -+- й я _ , ) ж " - . 

Чтобы составить п р о и з в е д е т е двухъ комплексныхъ ч и с е л ъ , мы сначала перемножаемъ ихъ с ч и ­
т а я х количествомъ произвольпымъ, а иотомъ и с к л ю ч а е т при помощи у р а в и е ш я v 

. . F{x) = О 
BC'I; с т е п е н и , который не ниже п. 

Дал1!е м ы будемъ говорить, что одно комплексное число ср(ж) д е л и т с я на другое <|>(аз), если 
можно найти третье комплексное число %(ж) т а к о е , что 

? И = № 0 хИ-
Л е г к о п о к а з а т ь , что дъмеше иа комплексное число всегда приводится къ дъ'ленио на обыкно­

венное щЬлое число . Д е й с т в и т е л ь н о , и з ъ равенства 

ср(ж) = ф(ж) х[х) 
имт.еиъ 

И о л о ж и м ъ , что ж = ж0*; въ т а к о м ъ с л у ч а е ивгЬемъ 

, . ? ( £ о ) _ ?(хп)№,)№.•).•. •№„-,) ?(ха)У(х0) 
1 \ х

й ) — ^ ( a g щ Х а ) Ni>(xa) 

гди 1 ^ ( ж 0 ) е сть союзное число с ъ ф ( ж 0 ) . 

И т а к ъ для с о е т а в л е т я частиаго 4 J - T - намъ нужно составить сначала п р о и з в е д е т е двухъ 
комплексныхъ чиселъ <Р(Ж0) и ^ ( ж , , ) , а потомъ это комплексное число разделить- на Щ(хп)-. 

Е с л и п р о и з в е д е т е <?{х0) х¥{%и) равно 

с о ч - С А С Х •+• • • • • -+" « . - . « ' о " 1 

то для т о г о , чтобы <р(.« 0) делилось иа ф ( а з 0 ) необходимо и достаточно , чтобы ВСЁ числа 

с 0 , , . . . . с „ _ , * 

Д л и л и с ь бы на Щ(х0). 

25. 
О комплексныхъ едипицахъ. 

Комплексными единицами™ называются т а ш я комплексны» ч и с л а , у которыхъ норма 
' б * 
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ноложимъ 

При этомъ иаходимъ 
шж - = 50 -+-\ хх. 

ата норма есть положительная квадратичная форма относительно £ н % Изъ этого с л е д у е т е , 
что въ этомъ с л у ч а е нНтъ комплексныхъ одииицъ, норма которыхъ равна — - ^ д о с т а т о ч н о раз -

• смотреть только уравнеше 

= V — P№I -*~ V&\~ == 1 . 

которое, каиъ известно , и м е е т ъ ограниченное число решен in. 

равна ± 1 . Т а к п х ъ чиселъ вообще безчисленное множество; он-Ь играютъ существенную роль 
въ TeopiH комплексныхъ чиселъ и ихъ нужно изучить прежде всего . 

М ы д о к а ж е м ъ , что в с е комплексный ч и с л а , норма которыхъ р а в н а — 1 , могутъ быть в ы ­
р а ж е н ы ч е р е з ъ одно изъ нихъ и ч е р е з ъ ч и с л а , норма которыхъ равна 1. П у с т ь / ' ( ж 0 ) и / " , (#„) 
будутъ два комплексиыя числа , нормы к о т о р ы х ъ равны — d . Частное этихъ ч и с е л ъ 

W = ^ Щ / ^ ^ ^ = - Л Ы Л«.) fK> •••• / К - , ) 

будетъ комплексная единица, норма кототорой равна положительной единице . Действительно , 

И т а к ъ в с е комплексиыя единицы, норма которыхъ равна •— 1, представляются нроизве-
деюемъ одной изъ нихъ на различный комплексиыя единицы, норма которыхъ равна 1 . Поэтому 
вопросъ о комплексныхъ едшшцахъ прежде всего сводится к ъ тому , чтобы найти в с е р е ш е т я 
уравпешя 

JYcpx = \ , , 

Т а к ъ к а к ъ это уравнеше и м е е т ъ вообще безконечное множество peuieui i i , то' надобно найти самую 
простую общую формулу , в ъ которой заключаются в с е эти р е ш е ш я . Э т и м ъ вопросомъ мы теперь 
и займемся . И з ъ р е ш е ш я его будетъ с л е д о в а т ь , что число в с е х ъ комплексныхъ е д и ш щ ъ можетъ 
быть консчпымъ только въ томъ с л у ч а е , когда ф у н к щ я F(x) будетъ вида 

(•I) ж ' - ч - р ^ - ь р , 

если не считать того с л у ч а я , когда 
F(x) — X - 4 - р , . 

Въ втомъ послвднемъ случай комнлексиыя числа обращаются въ обыкновенный ц е л ы » числа. 
Чтобы найти комплексиыя единицы <р(ж) для случая 

F {х) = ж 2 - ь - р, х -+- р 4 = 0 , 

?'? < 4 Р 2 -
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«ЛЕММА. Пусть 
u{ = a\li + а ^ + . . . . 

будутъ липвйп.ып фупкцт перемпнныхъ 

представлшощихъ цтлыя числа, и 

а ] , «J . . . . 

«?. «2 • • • • 'Oi 

кагп'л нибудь всщест :енныя количества. Если опредгьлитель 

этихъ функцт не ранет нулю, то можетъ существовать только ограниченное число 
значенш 

' I ' -=2 ~>т 

при которыхъ численныл величины 

н , , . . . . . и . 

будутъ соответственно меньше пгькоторыхъ данными поличествъ 

Доказат. Р в ш и в ь у р а в н с т я 

а{5, ч- a'-Sj ч~ a,U„ — 

а;£, ч- aj& ч- . . . ..-+• а*$„ 

и. 

иолучимъ в ы р а ж е ш я такого вида 

,Д£, = i j w , ч- . 4 . ^ , ч~ ч-
= ^ а " 8 ~'~ Л1иг, 

(*) Значки стояния па верху а.,, а » . ,.. «,„ пе суть показатели. 
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Предполагая въ э т а х ъ ф о р м у л а х ъ , что 

заключаются соответственно между пределами 

± П{ -± Я 2 . . . . ± ЛЯ 

мы найдемъ, что 

Х{ 1 £ а • . • • £,„ 

т а к ж е заключаются соответственно между конечными пределами 

± [ ( 4 0 В,* ( 4 ) л . - . - . . - + ( 4 ) 

где 

( 4 9 . Ш 
означаютъ числеипыя величины количествъ 

Л\ А\ 
д ' д > • • • • ' 

и следовательно, число значешй ^ , £ 2 . . . . £,„, к а к ъ чиселъ ц е л ы х ъ , ограничено . 
И з ъ этой леммы выводится такое п р е д л о ж е м е : 
Можетъ существовать только ограниченное число цгьлыхъ комплексныхъ чиселъ 

<р(аз), для которыхъ модули всгьхъ сопряженныхъ выраз/сем'к 

Мхо)> тК- , ) 
будутъ меньше шъкотораю предгъла Н. 

В ъ самомъ д е л е , пусть 

Т ( ж ) = ? 0 + ? 1 Ж + . . . , 4 - ^ | ж " - ' 

будетъ одно изъ такихъ чиселъ . 
И з ъ этого предиоложешя следуетъ во нервыхъ , что числеипыя величины вещестпенныхъ 

количествъ 
1Kb <рК) • • • 

меньше R; во вторыхъ если ноложимъ 

XK — PI (cosQ, - ь I sinflj) 
рн-, ( с о в б ^ ,-4-1, shtfV,) 

p , , _ , ( c o s 6 A _ , - + - ' * sinA-,) 



то найдемъ , что численныя величины каждаго изъ в ы р а ж е н Ш 

Р*. s i l l S * 2| 
Р,2 c o s 2 0 j S j - ь 

• р2 s i n 2 0 , $2 ч-
• р ^ , c o s 2 0 , + 1 I, ч -

р Г cos ( » - • ! ) б, ?„_, 

Р Г s i n ^ - l K V , 
.. . ^ р £ > я ( и - т К + Д 

P.V. S, - ь . . .'. -ни; 1 , sin(n - 1) С 

т а к ж е меньше Д . И т а к ъ числеипыя величины в с $ х ъ лииейныхъ ф у п к щ й 
ч 

и, = $ „ н - а , ч - 4 - ^ - ^ _ , 

м* = £ 0 - ь р 4

 C 0 S V *| 
«*+.. = • р* 8 i n f l . 5 , 

, . . - . - р Г ' с о в ^ —1)0 t 

. . ч - р Г ' s in(n- l ) f l t 

м „ _ 8 = £ 0 ч- Р а _ , COS0„_ ,̂ ч- . . . . - •- pl_[ c o s ( n — - 1 ) 0л_, 
« » - , = р;,_, в1пбк_,?/н- . . . . ч-рП; sin(n—4) 0,,_ А,_, 

б у д у т ъ меньше R, Определитель этихъ ф у и к щ й не р а в е н ъ нулю; въ этомъ м ы убедимся , если 
д о к а ж е м ъ , что система уравнешй 

( 2 ) 
. Л. Q , и I — . Л ^, , » , . А 

АЧ-З 

г д е А0, А{ . . . . а , 6 , а , , й 4 . . . . к а м я нибудь данный в е л и ч и н ы , имеетъ только 
одно определенное р е ш с ш е . 

Д л я этого ноложимъ 
я ч- Ы = Ak, а Ы 

Р е ш е т е системы уравнешй ( 2 ) выводится изъ р е ш е ш я с л е д у ю щ е й : 

Ж. Ч~ , . . . 
'о о 

А 
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Эта последняя система непременно ш г в е т ъ определенное peu ien ie , потому что определитель 
ф у н к щ й етоящихъ въ левой части у р а в н е ш й ( 3 ) равенъ произведению в с е х ъ р а з л и ч н ы м , разно­
стей между корнями 

(х0 — (х0 — ж 2 ) ( ж , — х%) . . . . 

и потому отличается отъ н у л я . Поэтому прилагая доказанную въ этомъ п* лемму к ъ ф у н к щ я м ъ 
( 1 ) находимъ, что число системъ з н а ч е ш й 

t i l 

а следовательно , и число комплексныхъ чиселъ <р(ж) ограниченное. 

27. 
ЛЕММА. Пусть 

а | 5 , -+- а& -+- . . . . ч - аЦ-т ч - 6 ' 

, ° ? * | а & - * - . . . . • - + - -»-• А* 

(Я 
будутъ линеиныя функцт, которыхъ определитель 

Л = 2 ± a : 
ие равенъ нулю. 

Тогда при всякшъ вещественных^ количествахъ 

Ь\ Ь\ . . . . Ьт 

цшымъ числами 

можно дать татя значенгя, что численнып величины всгьхъ линсииых.ь функции (I) 
будутъ меньше нгъкоторыхъ пред/ъловт, зависящихъ только отъ коеффицгептовг 

a; а; . . . . a* 

< . . . . с 
Доказат. Т а к ъ какъ Д не равенъ нулю, то всегда можно найти количества 

V ч , . . . • я т 

у д о в л е т в о р я й с я у р а в н е т я м ъ 

a*'ni ~ Н
 0 2 г ' а ч - . . . . ч - я * ч т - t - б 2 = О 

ч~ а * ч , ч - . . . . ч- а > , , ч- 6 ' " = : 0 . 
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П р и помощи этихъ уравнешй ф у н к щ и ( 1 ) могутъ быть представлены в ъ вид* 

I — •/),) -+• а я ( £ а — ч а ) н - . . . . aA

m(ln — nj 
} o J . ( ^ — ч ( ) а * ( 5 а — » а ) - ь . . . . •+- al[lm — » J 

( 2 ) 

<Ч^, - V - Ь ~ » а ) - • • • • < ( £ И - » J 
Ц е л ы й числа 

\ к , ? 2 • . • . £ т 

можно выбрать т а к и м ъ образомъ, чтобы численныя величниы разностей 

^ — 'V 5-2 ~ V • • • • — '"m 
В ъ этомъ предположен»! численныя величины ф у н к щ и ( т ) будутъ соответственно пе больше 

( a ' , ) - t - ( a ' , ) - i - . , . .-.-(g'm) 

не превышали 1 

2 

( a ' . J - M O - H . . ..ч-(а',„) 
2 

(й т , ) -р (am

Q)-+-. . • - t - ( o » „ ) 
2 

где ( а ] ) , (а{

2) . . . . означаютъ численныя величины этихъ к о л и ч е с т в а 

2 8 . 

Переходя теперь къ решенпо у р а в н е ш я 

( 1 ) . N(fx = \ , 

мы з а и в т и м ъ , что если имеются несколько peineiiift его 

>, а, <р2 х , . . . 
то 

и <г;п° ( * > . . . . 
где w i , , т 2 , . . . . к а т я нибудь ц е л ы я положительный или отрицательный числа будетъ т а к ж е 
р е ш е т е и ъ уравнешя ( 4 ) . 

Ч т о б ы у б е д и т ь с я въ этомъ п о л о ж и м ъ , что 

Фу и , ф, (Ж) . . . . 
будутъ комплексный числа соответственно союзныя с ъ 

<?{

 х ; 
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т а к ъ что 
<ftx Ф{ х — Ny^x — i 
уйх Ф х = #<р 2ж = 1 

И з ъ этихъ равеиствъ видно, что ц1;лыя отрицательный степеип ч и с е л ъ 

выразятся целыми положительными степенями чиселъ 

Ф^х, Ф,х . . . . 

п следовательно будутъ целыми комнлеснымн числами. 
Поэтому и число 

<р7' х <р"» х . . . . 

при всякпхъ ц е л ы х ъ положптсльпыхъ плп отрицательпыхъ зпачешяхъ m , , f?J a , . . . . будетъ 
целымъ комплексньшъ чпсломъ. 

К р о м е того 

N ( ? ; • (ж) т ; . ( * ) . . . . ) = (N Ь хГ> ( i V ? , * ) " • . . . . = [. 

М ы остаповимся сначала на особениыхъ р е ш е ш я х ъ уравпешя 

JVs {х) = \ 
у которыхъ модули в с е х ъ в ы р а ж е ш й 

« ( « о ) » e W • • • • Ф — . ) 

равны единице , г ' . 
Число т а к и х ъ р е ш с ш й 

T(a>) * + . . . . - 4 - i . , as"-, 
ца ociioBaiiin предложеш'я доказаниаго въ п ° 2 6 , будетъ всегда ограниченное, т а к ъ к а к ъ числеипыя 
зиачошя £„_ , въ этомъ с л у ч а е не могутъ превзойти п з в е с т н ы х ъ п р е д е . ю в ъ . Эти 
решешя можно найти непосредственно давая чнсламъ £ 0 , £^ . . . . различный з н а ч е н а заклю­
ченный в ь соответствующнхъ нределахъ . З а м е т п м ъ , ч т о , если въ уравнетнп 
( 2 ) . F(x) = 0 

будетъ хотя одинъ вещественный корень, то особенный р е ш е ш я е(х) ypaoiieiiin 

N е(х) = 4 

найдутся весьма просто. П о л а г а я , что х означаетъ одннъ изъ вещественныхъ корней уравпешя ( 2 ) 
м ы получимъ ио определенно особениыхъ решспШ 

е(а) —. 5„ - 4 - X -+- X* - н . . . . - ь С , ж " " ' = ± 4 
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И з ъ этого равенства на основашп неприводимости уравнешя ( 2 ) п м е е м ъ 

= =fc 1 . « f = 0 , 5 а = 0 . : . = 0 . 

И т а к ъ в ъ этомъ с л у ч а е особениыя р е ш е ш я сводятся къ ± 1 . З а м е ч а я , что порма t{x) 
должна быть равна е д и н и ц е , мы в п д и м ъ , что в ъ в ы р а ж е ш и £ 0 надобно у д е р ж а т ь верхнТй з я а к ъ , 
если степень у р а в н е ш я (2 ) н е ч е т н а я , п можно оставить двойной з н а к ъ в ъ протшлюиъ с л у ч а е . 

Если ж е въ у р а п и е ш и 
F(x) = О 

п е т ь в е щ е с т в е н н ы х ъ корпей , то могутъ существовать особенный pluuenia уравнения ( 1 ) не р а в н и н 
± 1.ЧИСЛО ЭТИХЪ р е ш е н ш , к а к ъ м ы видели в ы ш е , будетъ всегда о г р а н и ч е н н о е . Обозиачимъ нхъ 
черезъ ы(х), о\2{х) . . . . Возвышая одну изъ этихъ к о и н л е ^ с и ы х ъ е д н ш щ ъ в ъ 
различиыя с т е п е н и , м ы получпмъ р я д ъ решен Ш 

( 3 ) « ( « ) , « " ( а ) , иЦх) 

у р а в н е ш я ( 1 ) . Все атп р е ш е ш я будутъ особениыя, т а к ъ к а к ъ модули в с е х ъ членовъ ряда ( 3 ) 
ирп в с е х ъ корняхъ уравнешя 

F(x) = О 
равны е д и н и ц е . 

Т а к ъ к а к ъ число комплексныхъ едшгацъ т а к и х ъ к а к ъ ш(х) о граниченное , то непременно 
въ ряду количеству 

ш(х), и ' ( ж ) , со 3 ( ж ) . . . . . 

будутъ равнып между собою. П у с т ь 
<*п(х) =ит'(х), 

где т > т ' ; тогда 
ыт-т'(х) = 1 

И т а к ъ в с е т а ш я единицы к а к ъ а{х) равиы корпямъ некоторой степени и зъ единицы при 
всякомъ корне ypannenin 

F{x) — 0 . 

2 9 . 

П р и дальпейшсмъ пзследоваши у р а в п е ш я 

Щх = -1 

мы м о ж е м ъ предполагать , что число h т . е . сумма числа вещественныхъ корней у р а в н е ш я 

F(x) = О 
и числа п а р ъ мнимыхъ сопряя;еииыхъ корней больше единицы. В ъ самоиъ д е л е h можетъ быть 
р а в ш л м ъ единице только въ двухъ следующихъ с л у ч к я х ъ : 

с* 
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4 ) Когда уравнен») 
F[x) = 0 

первой степени и 
2 ) Когда оно второй степени и и м е е т ъ два мнимыхъ корня . 
Объ э т п г ь случаяхъ мы говорили въ п° 2 5 , и потому они могутъ быть исключены. 
Предполагая h большимъ единицы, мы докажемъ следующее предложеше: 
Можно всегда найти такое целое число Т не превосходящее известного пре­

дела, что уравнение 
Щ(х) = Т 

будешь иметь безчисленное множество реигенгй 

где ср(ж) есть целое комплексное число, и, кроме тою, можно изъ этихъ peuteniU вы­
брать сколько угодно такихъ, что модули некоторыхъ « з в выраоюенШ 

<?К), <р(а>,), 

произвольно выбранныхъ, ко только не всехъ, будутъ меньше какою угодно данного 
числа г, а модули осталышхъ больше какою угодно данного числа Е. 

М ы здесь не разсматриваемъ модулей в ы р а ж е ш й 

? Ю . т К н ) • • •> ?•№,._,). 

потому что они равны модулямъ сопрлжениыхъ с ъ ними. 
Прежде ч'Ьмъ перейдемъ къ доказательству этого предложешя условимся въ сгвдующпхъ 

обозначешяхъ : 
Принимая во внпмаше, что 

? К > . ? Ю ?(**-.) 
суть пещестпеииыя величины ( и 0 2 2 ) , мы назовемъ ч е р е з ъ 

V • • • • « ' « _ , 
численный величины т е х ъ изъ нихъ, которыя мы хотимъ сделать меньше е и ч е р е з ъ 

числеипыя величины остальныхъ. Кроме того обозначим'!, черезъ 

величины т в х ъ и з ъ выражеиШ 

представляющихъ соответственно квадраты модулей чиселъ 
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Т а к ъ к а к ъ азА и xh, хк+1 и ж ) н _ ( суть сопряженные корни , то очевидно, что 
в е л и ч и н ы ' 

суть вещественныя . 

Доказательство теоремы основывается на свойствахъ положительной квадратичной формы 

( 1 ) ^ H - M ' ^ . . . . - ^ ^ , ^ ^ 

содержащей неопределенные параметры 

Э т у форму на основашп предыдущего з а м е ч а ш я можно разсматривать к а к ъ состоящую изъ 

m + 2 ( l — т) — 21 — т 
квадратовъ линейныхъ функщи 

£ 0 > ? | • • • 
и изъ формы 

Мы будемъ , для краткости , 21—т обозначать ч е р е з ъ s. Т е п е р ь состапимъ определителя 
формы ( 1 ) или, п р а в и л ь н е е , его численную величину D. 

к о т о р ы я м ы хотпмъ сделать меньше е 2 , а ч е р е з ъ 

Vk—m< Vk—Ш+(> 1'л—I—I 

величины о с т а л ь н ы х ъ . Принимая к о е ф ф и щ е н т ы 

комплексна™ числа у(х) за неопределенный ц е л ы я числа , з а м е т и м ъ , что 

М<Л V " V . 
суть к в а д р а т ы линейныхъ однородныхъ ф у н к щ и относительно 

а к а ж д а я изъ величинъ 
М Т> М

Т + . ' « 1 - 4 

представляетъ сумму двухъ к в а д р а т о в ъ , потому что 

т( 
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Т а к ъ какъ к о е ф ф и щ е н т ъ при каждомъ и з ъ квадратовъ 

входитъ линеИнымъ образомъ в ъ определителя формы, то м ы получимъ для D такое в ы р а ж е ш е : 

где « 0 , а , « я _ , равны пулю или е д и н и ц е , а . й а 0 , « , , . . . « „ _ , число независящее отъ . 4 0 , Л , . . . . 
Не трудно п о к а з а т ь , что въ к а ж д ы й изъ членовъ этой суммы д о л ж н ы входить но крайней 

м е р е п — s изъ величинъ 

А А 4 
т . е , другими словами, въ каждомъ члене 

А0 ° Л , . . . . An_l а, *„_, 

по крайней м е р е п — s показателей 

i е равны нулю. 

Действительно допустимъ, что есть хотя одинъ членъ содержаний меньшее число параметровъ 

А0, А{ . . . . An_t\ 

напримеръ f параметровъ , где f < n — s. 
Тогда положивъ въ форме ( 1 ) в с е п а р а м е т р ы 

А0, At . . . . An_i, 

за исключеш'емъ этихъ f, равными нулю, м ы получили бы для D величину отличную отъ н у л я , 
такъ к а к ъ остальные /' параметровъ суть неопределенный величины; с ъ другой стороны форма (1) 
состояла бы тогда всего изъ s - ь / ' ( < п ) квадратовъ липейныхъ ф у и к щ й содоржащихъ п неро-
м е н п ы х ъ i 

£ 0 , \к, . . . . 

Но. известно , что определитель квадратичной формы п п е р е м е п п ы х ъ , состоящей меньше ч е м ъ изъ 
п квадратовъ липейныхъ функцШ равенъ нулю. И т а к ъ мы нриходимъ к ъ п р о т и в о р е ч и е 

Положнмъ 

На,,основаши сделаннаго з а м е ч а ш я видно, что D приметъ видъ 

О 

где Q м о ж е т ъ содержать только нулевую и отрицательный степени Л , а потому при возрастаю-
щемъ до безконечпости параметре Д но превзойдетъ иекотораго коиечнаго числа В, которое въ 
каждомъ частномъ с л у ч а е можно вычислить . 



— 47 — 

Б у д е м ъ т е п е р ь действительно увеличивать п а р а м е т р ъ Д до безконечности , для каждаго з н а -
ч е ш я Д находить величины 

I t I 

даюпи'я m i n i m u m формы ( 4 ) и с о с т а в л я т ь при помощи этихъ величинъ комплексный числа f(a>). 
Очевидно, что к а ж д а я и з ъ этихъ системъ з в а ч е ш й 

д а е т ъ m i n i m u m формы ( 1 ) для Д з а к л ю ч е н н а я в ъ ц-Ькоторыхъ конечныхъ п р е д в л а х ъ . При п е р е ­
ходе Д ч е р е з ъ одинъ изъ этихъ п р е д е л о в ъ система чиселъ дающихъ m i n i m u m формы будетъ м е ­
н я т ь с я 1 7 . 

З а м е ч а я , что по известной т е о р е м е 1 8 , m i n i m u m формы ( 1 ) меньше fJ-\/D, г д е р есть к о е ф -
фиц1ентъ зависящ1й отъ п и независящей отъ D , мы будемъ и м е т ь неравенство 

( 2 ) . . ч - м ? л _ , ч - 2 « т - + • 2 « и + 1 ~ь . . . . ч - 2 к , _ ( , 
п —-

5' 0 + S !, - » - . . . . н- V -• ' / л Л f Q 

Мы обозначимъ величину f * l / # черезъ 6 . 
И з ъ неравенства ( 2 ) получаемъ 

Si1 / Ь_ 
д» ^ 

у/дЧ"—s) 

и следовательно [ ( г " = 0 , 4 , — и 4 ) . 

( 3 ) (£,.) < 1/й . v/Д* 
З и а к о и ъ (£,.) м ы , к а к ъ всегда , обозначаемъ численную величину 

К р о м е того , изъ того же неравенства ( 2 ) иаходимъ 
Ь (A) и* -+- «J ч- -+- «?„_, ч- 2 » т ч- . . . . ч- 2 « , _ , < т г ^ _ ^ . 

Р а з б и в а я к а ж д ы й и зъ т а к и х ъ членовъ этой суммы к а к ъ 2ит, 2 м т + 1 и т . д. на сумму 
двухъ ит-+-ит, « т + . , -+ - ? ' m + 1 , . . . м ы получимъ въ левой части неравенства ( 4 ) сумму 5 
положительныхъ количеств!". З а м е ч а я , ч т о среднее геометрическое и з ъ нихъ но больше с'редияго 
ариометическаго , мы п м е е м ъ 

следовательно ' 

( 5 ) « , « , • . . . . * , _ , < ( 4 - ) 1 - ^ = ~ = -

Д а л е е и зъ неравенства ( 4 ) получаемъ 

( 6 ) < т г ^ = ( * = 0 , 1 
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( 7 ) н, < • • „ _ ! (t'—m, тч-i , . . . . / — 1 ) . 

Переходя теперь къ изследовашю в ы р а ж е ш й 

'vQ,vt, . . . . vh_l_l 

мы з а м ъ т п м ъ , что 

суть линейныя однородныя функщи а 

квадратичный однородиыя функщи перем'внныхъ 

Т а к ъ какъ эти перемениыя ограничены неравенствами ( 3 ) , то для величипъ va, vt . . . 
м ы получимъ неравенства такого вида: 

( 8 ) и,. < хУ&Гс, (» = 0 , 1 . . . . . /с — т — \) 

( 9 ) < ^ / Д ^ с , ( i = t _ m , i - m + l , . , , . / i - / - 1 ) , 

г д е с,, некоторый коиечныя величины независящая отъ А и зависания только отъ коеффищеитовъ 
даннаго уравиещя 

¥(х) = О 
и отъ величины 6 . 

И з ъ неравенствъ ( 5 ) , ( 8 ) и ( 9 ) выводится такое . 

Ъ ^ J _ 
S COCI . . . . С/,_1_, ( 4 ) 

Но по нашимъ обозначешямъ 
2Л — к = п 
21 •—m — s; 

следовательно 

« о м » « . - . » * - ! - . < ( г ) " * " ' с о с « «(Г- . - , • 
З а м е ч а я , что • 

«O M I • • • • М / _ , 

есть численная величина нормы к о м п л е к с н а я числа <р(ж),мы з а к л ю ч а е м ъ , что числеипыя величины 
нормъ комплексныхъ чиселъ , которыя получаются вычислешемъ носледовательныхъ m i n i m a к в а ­
дратичной формы всегда пиже известнаго п р е д е л а . 

И з ъ неравепствъ ( 6 ) и (7) видио, что количеству Д можно дать т а к о е большое значешо , 
что каждое изъ количествъ 

" о - ' Ч • • • • V » 
будетъ меньше какого угодно даннаго числа е. 



Д л я этого стоитъ только положить 

•я" < е. 
у/дп-s 

При т а к о м ъ значен»! Л каждое и з ъ колнчествъ 

к а к ъ п о к а з ы в а ю т ! неравенства (7) б у д е т ъ меиьше е' 2; съ другой стороны, к а к ъ м ы сейчасъ у в н -
днмъ, можно взять А столь б о л ь ш и й ! , что к а ж д о е пзъ колнчествъ 

v0,vt . . . . «4_т_, 

превзойдетъ произвольно данное число Е; а каждое и з ъ колпчсствъ 

VK-

превзойдетъ Е2. Д е й с т в и т е л ь н о , п о л о ж и м ! н а п р о т и в ъ , что какое ипбудь и з ъ чиселъ 

н а п р и м е р ъ u f f будетъ меньше Е при всякомъ А . Т о г д а , в зявъ неравенство 

v, < Е 

вместо соответствующего ему пзъ неравенств . ! ( 8 ) и соединяя его с ъ другими неравенствами, 
получпмъ 

и - — 

, , ,-,, . СВС. . . . . С / , _ [ _ , \ ^ Д ' ( П - * ) •-, 

(-10) V , • • • • < — Ч~ Е. 

Подобнымъ ж е образомъ предположпвъ , что одно пзъ к о л и ч е с т в ! 

v,._ и. 
н а п р и м е р ! 

», < Е\ 
н а й д е м ! 

(Ц> V , • • • • < с ° е е ' ^ ^ ) Е ' 

С о е д и н и в ! оба иеравепства ( 1 0 ) « (ii) съ неравенством! ' 

V . < ( т ) УД*("-') 
п о л у ч и м ! соответственно неравенства 



При всякомъ данпомъ числе Е, к а к ъ показываетъ каждое л з ъ этихъ и е р а в е н с т в ъ , число Д 
можно в з я т ь столь "большимъ, что численная величина нормы Щх будетъ к а к ъ угодно мала; т а к ъ 
какъ NfX есть целое число , то должны быть т а ш я комплексиыя числа , которыхъ норма равна 
нулю и , следовательно, одно изъ чиселъ <р(ж 0 ) , f(xt) fi^n-i) Р а в и о нулю; а это проти­
в о р е ч и т ь т о м у , что уравнеше 

F(x)~Q 

есть неприводимое. Поэтому нельзя допустить, что при возрастающемъ до безконечности п а р а м е т р е 
Д одно изъ количествъ 

V vt • • • • *>*_„,_, 

не превзойдетъ Е или одно изъ количествъ 
«*-» »*-!-« 

не Превзойдетъ Е". 
Т а к ъ к а к ъ (Nyx) для безконечно множества комплексныхъ ч и с е л ъ , в ы ч и с л я е м ы х ъ при по­

мощи m i n i m a квадратичной формы ( 1 ) при параметре Д возрастающемъ до безконечности, не 
превосходить копечпаго предела, то отсюда и изъ предыдущихъ р а з е у ж д е н ш с л е д у е т ъ , во первыхъ , 
что будетъ хотя одио число Т численная величина котораго меньше этого предела и для котораго 
уравнегпе 

Щ(х) = Т ' -
имеетъ безчисленное множество р е ш е н ш и , во в т о р ы х ъ , всегда можно найти т а к о е р е ш е ш е , что 
модули произвольно выбраииыхъ изъ выраженШ 

будутъ меньше какого угодно даннаго числа е, а модули остальиыхъ больше Е. 

3 0 . 

В ъ этомъ ri° мы докажемъ следующее предложеше 1 9 . 
Всегда существуетъ ргьшепге <р(ж) уравиенгя 

Щ(х) = 1 

такое, что льодули нгькоторыхъ сопряжеииыхъ выражепШ 

ТЮ» • • • • ?(*/.-.) 
произвольно выбраииыхъ, по только пе всехъ, будутъ меньше единицы, о модули 
остальиыхъ больше единицы. 

По т е о р е м е доказанной въ нредыдущемъ п° з а к л ю ч а е м * , что изъ безкопочнаго числа р в ш е -
пШ ypaBiieuia , 

Щ(х) = Т 



п л и , что Есе равно , у р а в н е ш я 

( 1 ) м Л « , _ , v0vt vh_l_i ==ЬТ, 

г д е ± Т о значаетъ численную величину Т, можно выбрать сколько угодно т а к п х ъ 

« ' „ , » \ . . . . « ' , _ , , « ' 0 , в ' 

«"с Л «V,.. »"„. • 

, . (0 „(О „W «(') «W „(О 

для к о т о р ы х ! будутъ и м е т ь м е с т о неравенства 

( 3 ) » " ' O > * " 0 , T > ' " ( > v", . . . . » " ' , _ . > T, 

Действительно , пусть 

« V M ' I М ' | - « E 'O» " ' Л - » - . 

будетъ одно и зъ р е ш е ш й уравнения ( 1 ) . 
Т а к ъ к а к ъ для того ж е у р а в н е ш я было доказано существоваше р е ш е ш я , въ к о т о р о м ! 

и0, ut, . . . . и1_1 

будутъ к а к ъ угодно м а л ы , а 
«о> v < • • • • 

к а к ъ угодно велики, то изъ этого непосредственно с л е д у е т ъ существоваше р е ш е т я , - для котораго 
имеютъ м е с т о неравенства ( 2 ) . Совершенно т а к и м убедимся въ существовании р е ш е т я 

для котораго ш г в ю т ъ м е с т о неравенства ( 3 ) и т.. д. 
Т а к ъ к а к ъ число решепШ у р а в н е ш я ( 1 ) , удовлетворяющих! перавенствамъ ( 2 ) , (3 ) и т . д . 

бесконечно большое, то можно всегда между ними найти два р е ш е ш я 

М0 , И, . . . . ««,_,, « 0 , vt . . . . У Л _ | „ 4 

соответствующий двумъ комплексиымъ числамъ <рж и уда, коеффищ1енты которыхъ сравнимы 
между собою по модулю Т. Действительно , к а ж д о е комплексное число ух сравнимо, по модулю Т 
с ъ ЧИСЛОМ! 

( 4 ) г0 -+- г^х н- г 2 ж 2 • + - . . . . rn_txn~', 
7* 



— 5 2 — 

где r0, г , . . . . rn_t ц^влын числа заключеииыя между пределами 0 и Т— 1 . Поэтому фор­
мула ( 4 ) содержитъ только ограниченное число различных* комплексных* ч и с е л ъ . И т а к * если 
м ы и м е е м * безконечное множество комплексных* ч и с е л ъ , то между ними всегда найдутся сравни­
мый по модулю Т. Т а к ъ ч т о , полагая 

<р(ж) = а 0 - ь а , ж -+- а 2 Л! 2 - + - . . . . - + • а„_ 

ф ( я ) = Ь0 -+• Ъ{Х - 4 - 6 2 Ж 2 - + - . . . . -+ - » 
получимъ 

Ъ0 = а 0 , bt==at Ъ„_, ~ а п _ , (мод. Т); 
следовательно 

ф(аз) = ср(ж) - + - Тш(х), 

где ы(х) есть ц е л о е комплексное число . 
П у с т ь д а л е е Ф(х) и ~У(х) будутъ числа согозныя с ъ <р(ж) и ф(аз ) . Мы получимъ 

<?жФ(ж) = Г 

^ Г ( ж ) = Т . 

Составимъ т е п е р ь новое комплексное число 

Цх)Ф(х) — <f[x) Ф(х) - н Щх) Ф(х) = Г ( 1 -+- « ( ж ) Ф ( а > ) ) , 

делящееся па Г , и ноложимъ 
s{a>) = j , 

e(aj) есть целое комплексное число, норма котораго равна единице; действительно 

Щх=Т;ЯФ(х) = Г~*; 

следовательно Ne(x) — т„ z=\. 

Кроме того , если х будетъ одинъ изъ т е х * корней 

которым* соответствуют* количества 
xt . . • • XH-l 

ИО > . . « I I 

М 0 ' M ( i ) . "Ч • • 

то тогда , в с л е д е г а е неравенств* 

мод. фаз < мод. <р(аз), 

будемъ и м е т ь мод. е (ж) < мод. -—'£ —1 = 4 . 

Е с л и ж е х есть одинъ изъ т е х ъ корней , которым* с о о т в е т с т в у ю т * количества 

„(о „(») 
М Ji) Ji) 
VQ , Vf . . . . !>,,_,_, 
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то т о г д а , вследств1е н е р а в е н с т в ! 

> v{'\ > f>K-i-. > 
мод . <|/(ж) > МОД. fX, 

будемъ и м е т ь мод. е(о&) > мод. у = 1 . 

И т а к ъ е(ж) есть то р е ш е ш е , существоваше котораго м ы х о т е л и доказать . 

31. 

И з ъ доказаннаго въ п р е д ы д у щ е м ! п ° с л е д у е т ! , что у р а в н е ш е 

(-1) Nt(x) z= 4 
всегда и м е е т ! р е ш е ш я . 

П у с т ь et(x), е 2 ( ж ) , . . . . ех(х) 

б у д у т ! к а т я нибудь А р е ш е ш й у р а в н е ш я ( 1 ) . 
Тогда комплексныя числа (п° 2 8 ) 

«Л И С" И • • • • «Г* (*). 
г д е т , , » г а . . . . . год суть некоторый ц е л ы я положительвыя вли отрицательный числа б у д у т ! 
т а к ж е р е ш е ш я м и у р а в н е ш я ( 4 ) . 

Е с л и для э т и х ! ц е л ы х ! ч и с е л ! 

т , , « п а , . . . . тх 

невозможно подобрать такихъ значешй к р о м е 
иг, = О, т% = О, . . . . тх — 0, 

чтобы 
О (ж) О (ж) . . . . е ^ ( а , ) = 4 , 

то м ы , следуя Дирихле , н а з о в е м ! систему решепШ . 

«<(»)» h(x)' • • • • £дИ 
системою \ иезависимыхъ ртьшстй. 

Очевидно, что это о н р е д е л е т е сводится к ! тому , что в ы р а ж е ш е 

«,"«(*К И > И • • • . « Л И 
в ! с л у ч а е н е з а в и с и м ы х ! р е ш е ш й при р а з л и ч н ы х ! с и с т е м а х ! значений 

MV m 2 , . . . . «гд 

и м е е т ! непременно различный з н а ч е ш я . • 
П о к а ж е м ! теперь к а к и м ! образомъ у з н а т ь , что дапныя А р е ш е ш й 

щ < » . «« («) • ' • " е) И ' 
г д е X < 1 /i — 4 , будутъ независимый. 



Положпмъ, что при пекоторыхъ ц е л ы х ъ чнслахъ 

«V »"2 тх 

им'Ьетъ м е с т о равенство 

( 2 ) « ; m * ) ' , " ' H . . . . « ; m * ) = 1 ' 
Всл*дств1о неприводимости урапнеы1я 

F(x) = О, 

позволительно въ равенстве ( 2 ) заменить х последовательно всеми корнями 

х0, х{, . . . . х„_,. 
Обозначишь соответственно чорезъ 

е . , о > ei,i ei,h-t> 

модули в ы р а ж е н ш Е , ( ж о ) > ei(xi)> • • • • £ Д ж л - . ) > 
Изъ сопряженности корней (»»° 2 2 ) з а к л ю ч а е м ъ , что модули 

£,Ю> Фп+.) «,(*—.) 
соответственно равны 

Замещая в ъ уравнешй ( 2 ) х корнями 
Х0> Х \ ^ n - i ' 

и взявъ вместо колнчествъ ихъ модули, получпмъ 

e i , o li,t> • • • • е \о — 1 

( 3 ) / е . . . «... в \* - { 

?П1 й

т 8 Л 

Т а к ъ к а к ъ е.[х) есть peuienie у р а в н е ш я 

N*t(x) = 4 , 
то мы имесмъ 

и , следовательно, 
е . , о - «,-,*_, в ? j . . . . E'IH_T — 4 

e7,'c ci,\ • » • . в 

Давая значку i последовательно з н а ч е ш я : 
4 , 2 , I 

получпмъ равенства 
o.i 1,1 • • • • c ,,h-i — 1 
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Для того , чтобы эти уравнешя допускали некоторое р е ш е ш е 

mt, m 9 , . . . . тх 

отличное о т ъ т{ •==. О, т 2 = О, . . . . тх = 0 , необходимо, чтобы в с е определители порядка I 
составленные изъ элементов ъ 

Е г г а . . . . Е и 

£«,.> E»,t • • • • EX,i 

заключепныхъ в ъ к а к и х * нибудь I изъ э т и х ъ h — 4 с т р о к * были равны пулю. 
И т а к * если одинъ изъ такихъ определителей не равеиъ н у л ю , то р е ш е ш я 

Мж)> Е*И — ехИ 
будутъ и е з а в и с и м ы я . 

3 2 . 

Д о к а ж е м * т е п е р ь , что всегда можно подобрать систему независимых* р * ш е ш й 

6 < ( ж ) > • • • • Е л _ » 
у р а в н е ш я 

состоящую изъ h—4 р е ш е ш й 2 0 . 
По доказанному в ъ п р е д ы д у щ е м * . я 0 мы з а к л ю ч а е м * , что эти p e i n e u m будутъ независимый, 

если определитель 
2 ± £ * ь о К* • • • • 

не будетъ р а в е и ъ нулю. 
Ч т о б ы выбрать такую систему единиц* поступаемъ следующим* о б р а з о м ъ : 

• Б е р е м ъ сначала одно какое нибудь peu ieu ie 

уравнешя 
'т(х) = 4 

лишь бы оно не было особеннымъ т . е . модули в с е х ъ выражепШ 
E,W> • • • • чК-.) 

Л е г к о в и д е т ь , что въ р а в е н с т в а х * ( 3 ) последнее выводится изъ предшествующих* и поэтому 
его можно отбросить; т а к ъ что въ с и с т е м е ( 3 ) останется h — 1 уравнено! . 

Обозначая ч е р е з ъ Eik н а т у р а л ь н ы й логариомъ e(ik, изъ р а в е и с т в ъ ( 3 ) находим* 

I Eli0mt и- Е„тл ч - и- EXi0mx = О 

(4) ^ , , Л + £ » , Л + " » - ^ , . m i — ° ' 
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не были р а в н ы единице . Т а к о е р е ш е т е всегда можно найти (п° 3 0 ) ; к р о м е того можно принять 
что модуль ef(coQ) т . е . e , i 0 по произволу больше или меньше единицы и л и , что т о ж е самое , Еио 

ио произволу больше нуля пли меньше н у л я . 
В ы б р а в ъ р е ш е т е г , ( а з ) , мы переходимъ ко второму решешю е 2 ( ж ) и ищемъ его т а к ъ , чтобы 

определитель 

я е б ы л ъ н у л е м ъ . В ъ такомъ случае р е ш е ш я г ^ ж ) и е 2 ( ж ) будутъ независимыя ( 3 1 ) . 
Подобный выборъ е 2 ( ж ) всегда возможеиъ . В ъ самомъ д е л е , т а к ъ к а к ъ Еи0 не равно пулю, 

то стоить только выбрать е 2 ( ж ) т а к ъ , чтобы E i t имело такой ж е з н а к ъ , к а к ъ и Eh0, а / ? 2 > 0 было 
знака противоположпаго с ъ ЕАЛ. З а м е ч а я , что каждое изъ количествъ Е%й, Е^ больше нуля или 
меньше н у л я , смотря потому будетъ ли каждое из ъ соответствующихъ имъ количествъ е 2 0 , с 2 1 , 
больше или меньше единицы, мы видимъ, что всегда можно подобрать т а к о е peuienie е 2 ( ж ) , въ ко-
торомъ Ем и E%i будутъ иметь ж е л а е м ы е знаки (п° 3 0 ) . 

Т р е т ь е р е ш е т е е 3 ( ж ) мы ищемъ т а к ъ , ч т о б ы оиределитель 

2 ±- К* Е

М = К* -
 £ ы Е*.о)

 Ег,, 

- * - ( « i . . ^ . e - ^ . o « . . . ) 

• ^ ( • ^ ^ . 9 - ^ ^ , 1 ) ^ 8 . 0 

не былъ нулемъ . Т а к ъ к а к ъ определитель 

Е Е — Е Е 
4 , 0 2 , 4 ° 4 , 4 ' " ' а . О 

не н у л ь , то для этого стоить только выбрать т а к о е р е ш е т е е 3 ( ж ) , чтобы 

Е Е Е 

имели знаки соответственно одинаковые с ъ знаками количествъ 

# 4 , 4 K* — Ei,* EbV Е ^ E*.0—EU0 EW> ЕЬ0 ^ , 4 — ^ 1 , 4 Ко-

Подобный выборъ всегда возможеиъ, к а к ъ это видно и з ъ п ° 3 0 . 
Продолжая поступать такимъ образомъ д а л е е , составим* систему 

состоящую изъ /i— \ независимыхъ р е ш е ш й . 

3 3 . 
П у с т ь 

е»> ф) . . . . Ъ,[я) 

будетъ система h—I независимыхъ решенШ т а к а я , что о п р е д е л и т е л ь 

Z±zEi)0 Е%{ . . . . Eh_.t ^ 



не пуль п £(./•) еще какое ипбуль pluiienie у р а в н е ш я 

М(й?) = 1 . 

Обозначили, черезъ 

модули в ы р а ж е ш й 
£ ( ^ „ ) . £ (ж, ) S K - ) ; 

а черезъ 

натуральные логариомы атихъ модулей. Н е трудно у б е д и т ь с я , что .всегда могутъ п и т ь найдены ве 
ществеиныя числа 

V V • • • • , 

ращ'ональныя или нрраш'ональныя, удовлетворяются уравнешямъ ' : 

о • fl'i лл3 a h—* 

Т а к ъ к а к ъ мы и м е е м ! 

д р'ч р/ч a'h—i 

в 1 ,п е 1 л • • • • e~t,k • • • • Е ! , ; ,_ , — 4 

то легко в и д е т ь , что последнее изъ уравнеиш ( 4 ) есть следстпц ' h—1 п р е д ы д у щ и х ! , а потому 
его можно отбросить . И з ъ о с т а л ь н ы х ! h—т уравнений находим! 

I / i " I -t- Е Л -н- . -*- /? , = J? 

Т а к ъ к а к ъ определитель 

не н у л ь , то всегда можно найти числа 

удовлетворяющая у р я ш ю ш м п » ( 2 ) , и притомъ только одну систему т а к и х ! ч и с е л ъ . 
8 



Составимъ теперь в ы р а ж е ш е 

£]<(х) е*'(аг) . . . . е^-<(х). 

Ч т о б ы зд-Ьсь не было неопределенности мы предположим! с л е д у ю щ е е : 
Еели при какомъ нибудь корне х уравнешя 

F(x) = О 

е.(х) = R(cos<f -4 - г sin<p), 

где Л — модуль, а <j> — а р г у м е н т ! , то м ы п р и м е м ! 

e':l(x) = R h - t - г sinÂ cp) 
И з ! уравнений ( 1 ) видно, что модули-выражешй 

г[х), в} «(в) &V(«0 
равны между собою при в с е х ! к о р н я х ! у р а в н е ш я 

F(x) = О. 
Поэтому можно положить 

*И = .ф(аО #(х) . . . . «*-'(*) «°V 
г д е в веществепная величина, различная при р а з л и ч н ы х ! к о р н я х ! х, а е — основаше н а т у р а л ь н ы х ! 
л о г а р и о м о в ! . 

И т а к ! всякое ргыиенге уравнешя 

№(х) = 1 
можетъ быть представлено въ такомъ видя,: 

Е{Х) = В)'{Х) < (х) . . . . ^ - ' И 

idn> X, , А 2 . . . . X A _ f вегщественныя величины, 0 также вещественная величина и при­
томи, вообще говоря, различная для различныхъ корней х. 
П о л а г а я 

к Т~" 

\- i 

. . . 
г д * 

ц е л ы я числа и 

заключаются между 0 и 1 , п о л у ч и м ! 

, г(х) = ^(х) ф(х) с л г и 4 * и • • • • и « ° 
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Отсюда видно что 

V H V H • • • • ° ¥ = •(») О И С = И • • • • с г - и 

есть т а к ж е целое комплексное число £ (аз ) , удовлетворяющее уравнений 

Т а к ъ к а к ъ 

заключаются между 0 и i , то при каждомъ к о р н * ж модуль К(х) не превзойдетъ конечнаго п р е ­
дала , и следовательно (п° 2 6 ) число т а к и х ъ р е ш е т и к а к ъ К{х) о граниченное . 

И т а к ъ мы можемъ с к а з а т ь , что каждое решете е(х) уравнеигп 

Ne(x) = 4 
представляется подъ видомъ 

*(х) =-. <»(ж) . . . . C V H 5(a) 

u)emt, т , . . . . с у т ь г^гьлыя положительиыя пли отрицательный, числа, а £(ж) 
есть одко ? / з й ограниченного числа решети вида 

^(х)ф(х) . ... . 

В о з в ы ш а я комплексное число е(ж) въ различпг.1я степени получимъ рядъ р-вшешй 

е(ж), г"2(ж) . . . . 
урапнегпя 

А'г(ж) = 1 

Т а к ъ к а к ъ число т а к и х ъ plnueniii к а к ъ С(ж) ограниченное , то въ этомъ ряду всегда найдутся два 
члепа 

е' ' (ж),е '(ж) 
т а к и х ъ , ч т о . 

j е'(ж) = 4 ' ( ж ) *1*[х) е"ь~>(х) К(х) . 

где £(ж) одно и тоже peu ien ie , а 
Р,,Ръ> • • • • Рн-, 
4v<h 9h-, 

ц е л ы я числа . 
П у с т ь s > г ; изъ равенств* ( 3 ) в ы х о д и т * т а к о е : 

S— г (ж) = в««-"«(я>) e»»-p«(af) . . . . 

II т а к ъ , некоторая'целая положительная степень каждою реше/ия е(ж) предста­
вляется поди видомъ 

< . ( ж ) £ ™ = ( ж ) . . . . E ; v H , 

mK,mv . . . . w A _, суть целыя числа. 
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3 4 . 

Ij'b п р е д ы д у щ е м ! ;t° мы разсматривали систему Л — 1 н е з а в и с и м ы м рЬшеыШ 

дли которой определитель 
2=hliliU Я,, , . . . . £ H _ L T 

не равенъ нулю. 
Т е п е р ь легко доказать , что это ограничение надаетъ само собой, т . е . какъ только подобный 

определитель равенъ нулю, р е ш е т и ему соответствующая не будутъ независимый. Действительно , 
разсмотримъ к р о м е прежней системы н е з а в и с и м ы х ! р е ш е т и 

s,(as), е 4 (л) , . . . . sh_t{x) 

еще новую какую нибудь систему р е ш е ш й 

(7, ( ж ) , сг,{х), . . . . 

И з ъ д о к а з а н н а я въ предыдущем! » " мы з а к л ю ч а е м ! , что всегда некоторая целая степень п а ж -
даго и зъ р е ш е ш й 

<7 ,(х), 7 а ( • / : ) , . . . . ffh_,{x) 

можетъ быть выражена произведен ioM! ц е л ы х ъ степеней решешй 

s,(af), ф ) , . . . . sh_,(x) 
Поэтому можно положить 

j е ^ И = ^ " - ' И до . . . . С 7 ' ' " - ' И > 

где 
" а - • • • • « / , - • 

m - . . i 

m i , a - mi,-i> 1 ' • ' m A - i ' , » 

некоторый целый числа 
Обозначая ч е р е з ъ , 

соответствешю'модули выражешй 

ФоЬ Ф<) 
и черезъ 



натуральные логариомы этихъ модулой, найдемъ изъ ypauiiouiii ( 1 ) следующая равенства : 

Подобный же равенства получаются для 

-'S.I ' ^->, 1 ^ Л — | , | 

стоитъ только въ равенствах* ( 2 ) з а м е н и т ь з н а ч о к * 0 и а \, 2 , . . . . Отсюда с л е д у е т ъ , 

" | - Н-2> • • • • » А - 1 - — ^ 1 , 0 ^ 2 , 1 ' ' • • • ^ ' / i - l . A - J 

= 2 ± m, , w S i 3 , . . . . »! , ,_ , ,„„ , 2 = t AYo> ^ # a - „ a - . -

1J т а к * обозначая 
• . у ч - if if 

1,0' i,W ' 1 ' ' A— i ,A— s 

черезъ D , 
1 ± mul, m , . . . . »»л_1>л_, 

черезъ Л и 
V ~l~ С t ' с 
- —- - J , , , , , 0 3 I , > 5 A _ I > A - S 

черезъ А , иолучимъ 1 

Л RD 
~" ' и, n, . .. . n A _ , 

Т а к ъ к а к ъ D не равно иудю, то Д м о ж е т ъ быть нулемъ только тогда , когда /4 = 0 
ж е м ъ , что въ этомъ с л у ч а е система peuieuii i 

а^х), <т^(х), . . . . <rk_t(x) 
не м о ж е т ъ быть независимою. , 

При 11 = 0 , к а к ъ и з в е с т н о , можно найти ц е л ы я числа 

изъ которыхъ но крайней м е р е одно не равно нулю, удовлетворяют,»!" у р а в и е ш н м * : 

т ы Pi " ь m

t , * P t - I - . . . . и - р д _ , — О 

Р< '"а , . , Рз - * - . - • • • - » - % - , , а - , Ра-, = = 0 

Умножая эти у р а и н о т и соответственно на 
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и складывая р е з у л ь т а т ы , н а х о д и м , при помощи р а в е н с т в ! ( 2 ) 

" i Р\ S\,o % Pi l S ' a , o • • • • • + • « л _ . Ph-i Sh-i,« — °-

Т а к и м ! ж е образом! и з ъ д р у г и х ! р а в е н с т в ! подобных! ( 2 ) получаемъ 

ni Р\ "в J°2 st,i - + - . . . . - ь п д_, pk_t Sh_til = О 
», jp, .У,,, -+- n s / ) а 5 S i 8 - + - . . . . - + • « Л _ , $ л - „ . = 0 

Эти равенства п о к а з ы в а ю т ! , что модуль к о м п л е к с н а я числа 

<<" ' (*) а и / ' ( » ) . . . . . . ^ ' " ' - ' ( ^ 
При В С Е Х ! К о р Н Я Х ! 

ж, , . . . . ж А _, 

р а в е н ! единиц*. Т о ж е самое, конечно , и м е е т ! место и относительно корней 

xh, x h + t . . . . . овл_,. 
Съ другой стороны з а м е ч а я , что 

•есть т а к ж е одно изъ решешй у р а в н е ш я 
Щх — \ 

мы в и д и м ! , что это р е ш е т е п р и н а д л е ж и т ! къ числу о с о б е н н ы х ! р*шснШ «(ж) ( к " 2 8 ) . II т а к ъ 
можно положить 

ау"<(х) ^'--(х) . . . . а ; ; ' - . " - ( ж ) = М ( Ж ) . 

Т а к ъ какъ каждое особенное р е ш е т е о» (as) удовлетворяет ! уравнение 

w » = 4 , 

где т есть целое число ( п ° 2 8 ) , то м ы нмеемъ 

*™<*'(ж) <"« р *(ж) . . . . еД-'*»-•(»:) = 4 
и следовательно р е ш е ш я 

• • • ' л - , И 
не будутъ независимый ( п ° 3 1 ) . 

Иа основанш сказаинаго въ этомъ п° м ы з а к л ю ч а е м ! , что предложошя, доказанный въ и " 3 3 
нмеютъ место при всякой системе н е з а в и с и м ы х ! pemenii i 

V^L e t H «*_,(•«) 

К ъ : э т о м ъ нредложсшямъ мы п р и б а в и м ! еще следующее : Не можстъ существовать си­
стемы состоящей болычшт изъ h—I иезависимыхп pmuemii 

М»). е

а(«) • • • • 
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Д л я того , чтобы убедиться ь"ь э т о м ъ , достаточно доказать , что к а ш угодно h решенШ 

е,(х), . . . . ф ) 

не м о г у т ъ б ы т ь независимыми. Д е й с т в и т е л ь н о , если м ы допустим!, противное , то придемъ къ про­
т и в о р е ч и е . Если в с е р е ш е т я 

е , И , Ф) • • • • Ф) 
будутъ независимый, то это т е м ъ более справедливо относительно h — 1 решенШ 

e s ( a j ) . . . . h-Ax)-
Поэтому можно положить ( « " 3 3 ) 

С " И =г"!<(х) ф(х) . . , . С т ' И , 
где 

mv m 2 , . . . . т Л 

ц е л ы я ч и с л а . 
Отсюда находим* 

е ' ," . ( ж ) ф(х) . . . . С1тФ) = 

и следовательно , р е ш е ш я 
^ ( Ж ) , E a ( jB) . . . . 1„(х) 

не будутъ независииыя ( п ° 3 1 ) . 

3 5 . 
В ъ предыдущем* га0 мы нашли зависимость -

Д = — М 

между определителями D и Д , относящимися к * д в у м * системам* независимыхъ peuieuiii 

* , ( . « ) . ffs(!B), . . . . V . H 

е,(ж)> ф ) , • • • ; «»-.(*)• 

Т а к ъ к а к ъ В ие можетъ для независимыхъ peuieuiii равняться н у л ю , , ^ н а и м е н ь ш е е ч и с ­
ленное значение R будетъ равно единице . 

З а м е ч а я кроме того , что числа nv пл . . . . nh_l не превосходить и з в е с т н ы х * пределов* , 
мы з а к л ю ч а е м * что Д будет* и м е т ь для одной или для многих* с и с т е м * независимыхъ р е ш е т и 
наименьшую величину. Т а ш системы независимыхъ решенШ мы будемъ называть основными'*1. 

П у с т ь ( г 4 ( л ) , e r s ( a s ) , . . . . * , , _ , ( # ) 

есть одна и з * т а к и х * систем* . Мы д о к а ж е м * , что въ таком* с л у ч а е каждое peuieii ie уравнешя 

Nt[x) — \ 
в ы р а з и т с я т а к * : 

в(х)=т(х) «т »<(х) < " ° ( ж ) . . . . с^-Цх) 

где хз(х) есть одно и зъ особениыхъ решенШ, а 
тА, т а , . . . . »;,,_, 

ц е л ы я числа . 



— и _ 

К а ж д о е pemeuie t(x) (и" Щ, к а к ъ намъ и з в е с т н о , в ы р а ж а е т с я въ виде 

^ ) = O W •.•'(*) • • • .«ЕгИЛ») 
г д е е т ^ . п ^ , . . . . суть целыя числа , а ч(ж) е с т ь . pemeuie того же ypannen i» , выражаемое 
формулою 

ф) = а']'(х) < * И . . . . <#-.(*) Л 
где . . . . заключаются между 0 и 1 , а 0 вещественная величина имеющая для различных!, 
корней ж различный з н а ч е ш я . 

В с е величины <5 (, дл к а к ъ мы сейчасъ у в и д и м ъ , должны быть равны нулю. 
В ъ самомъ д е л е , пусть напр . $ t неравно нулю. 

Разсмотримъ систему р е ш е ш й 

т,(х), а,(х), ал(х) . . . . ^_,(.х). 
Пусть А ' будетъ определитель для этой с и с т е м ы , составленный изъ логариомопъ, подобный опреде­
лителю А и 

M l ' 1,1 • • • • I,»-' 

числа для у)(ж) аналогичный ст. 

для «г, ( ж ) . 
Взявши модули У)(Ж) для к о р н е ! ж ( Р ;rt, . . . . ж ( | _, и натуральные логариомы этихъ мо­

дулей , получпмъ 

Отсюда находимъ 

А ' = Г ± . V ' < t U SM Sh_t<h_t = *,. ':£ =fc .V,, , У А _ , > Л _ , - *, Д . 

Т а к ъ к а к ъ <5 меньше единицы, т о , но численной величине 

А ' < А , 

а это противоречит! , тому, что А п м е е т ъ наименьшее з п а ч е ш е . И т а к ъ необходимо должно быть 

^ = О, ^ = 0 , . '. . . о 
и , -следовательно , единица ч(ж) сводится къ поэтому модуль ей при в с е х ъ корилхъ х равенъ 
единице т . е . -ц(х) есть Одно изъ о с о б е н н ы й , peiiteniii Ц ж ) . Т а к и м ъ образомъ будемъ и м е т ь 
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где « Д ж ) , ы 2 ( ж ) Ы д . Д ж ) о з н а ч а ю т * особенный p e m e n i a . 
И з ъ уравнешй ( 1 ) , принимая во внимаше, что модули 

при в с е х ъ корняхъ ж равны единице , мы выведемъ точно т а к ж е к а к ъ в ъ и 0 3 4 . что определитель 
А ' составленный изъ логариомовъ модулей решенШ 

Zt(x), ? 2 ( ж ) . . . . ^ ( ж ) 

ранен* определителю А изъ логариомовъ модулей 

^(х), <г%(х) . . . . ^ . ( ж ) 

умноженному на определителя R, составлеинаго и з ъ чиселъ 

mt{, m 2 J . . . . mh_,}l 

m l i a l m w . . . . m A _ M 

Н е з а ч е м ъ разсматривать с л у ч а я , когда R = 0 ; т а к ъ что численное з и а ч е ш е R или равно 
единице или больше е я . Если (R). > 4 , то (А') > (А) и новая система р е ш е ш й 

цх), ад . . . , 

не будетъ основная. Если же (А) = А , то получаетси основная система p e m e l i i i . И т а к * о с -
новныхъ решенШ безсчислешюе множество , и в с е оне получаются но формуламъ ( 1 ) , еели 
R = ± 1. 

3 7 . 
Переходимъ теперь к ъ р е ш и н ю ураццешя 

( 1 ) ~ Щ<с) = г, .. 

где г какое нибудь данное ц е л о е число 2 2 . 

В ъ этомъ п° мы п о к а ж е м ъ к а к и м ъ образомъ , и м е я одну основную систему решенШ 

М®). °№) 
найти в с е Taida с и с т е м ы . 

П у с т ь 
^ ( ж ) , . . . . е ь _,(аО 

б у д е т ъ к а к а я нибудь система р е ш е н Ш , которыя в ы р а ж а ю т с я ч е р е з ъ осыовнып т а к и м ъ о б р а з о м ъ : 

9 
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Мы п о к а ж е м ъ . что все р е ш е ш я этого у р а в н е ш я представляются подъ видомъ 

где <fp (ж) есть одно изъ о г р а н и ч е н н а я числа р е ш е ш й 

^ ( ж ) , 4i(x), . . . . <fd(x) 

того же y p a B u e n i a , которыя можно найти непосредственно конечнымъ числомъ действШ, а с(ж) 
есть одно и з ъ решешй уравпешя 

№{х) = \ . 

Очевидно изъ этого, что если есть одно р-Ьшешо у р а в п е ш я ( 1 ) , то ихъ вообще будетъ беа-
численное множество . 

П у с т ь <р(ж) будетъ одно изъ р е ш е ш й уравнепш (1). Положимъ 

( 2 ) ^(Ж) = ? ( Ж ) Е ( Ж ) , 

где е(ж) будетъ какое нлбудь р е ш е т е у р а в н е ш я 

(3) №(x) — i. 

Т о г д а , очевидно, $х будетъ ц е л ы м ъ комплекснымъ числомъ, норма котораго равна г , с л е -
доват. ф ( ж ) есть т а к ж е одно изъ решешй уравнешя ( т ) . 

П у с т ь 
(4 ) s(x) = ^(x) ф[х) . . . . С 7 «И 
где 

et(x), ta(x), . . . . е д _ , ( ж ) 

представляютъ какую иибудь систему н е з а в и с и м ы х ! решешй уравнешя ( 3 ) а го|( т 2 , ' . . . mh_l 

ц е л ы й числа . М ы увпдимъ, что числа mt, т 2 , . . . . можно выбрать т а к и м ъ образомъ, 
что $х будетъ однимъ изъ решешй у р а в н е ш я ( '1) , которыя можно найти непосредственно. Обоа-
начимъ соответственно черезъ 

модули величинъ 

и черезъ 

натуральные логариомы этихъ модулей. 
По уравнение ( 4 ) имеемъ 

Взявши логариемы обепхъ частей этого равепства и иол'оживъ р последовательно р а в н ы м * 

0 , 1 , 2 « — 2 , 
получпмъ 

Е,,о т< Е%о я>, - ь . . • • •+ /?*-,, . -ь Л = "о 
Eui mt Ем »»» . . . •••.-+- # « - „ , я » » - , - ь Л , = В\ 
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Т а к ъ какъ 
£Дя)> е,(я?) . . . . eh_t{x) 

представляютъ независимую систему р е ш е ш й , то определитель 

2d=Elt0EM....Et_,tlt_9 

не р а в е и ъ нулю. Поэтому ( « ° 2 7 ) ц е л ы я числа т{, т 2 . . . . mh_i могутъ быть определены 
т а к и м ъ образомъ , что величины 

пе превзойдутъ и з в е с т и ы х ъ п р е д е л о в ъ . К р о м е того пзъ ypaBueuia 

Щ(х) = г 
находимъ 

Bo^Bt-i~ Б , „ , н - 2 / 5 4 н - 2 Вк+1 - ь 2 В „ _ , = l o g ( r ) 

И з ъ этого равенства видно, что и Вк_1 пе превзойдетъ известнаго предела . Переходя отъ 
логариомовъ к ъ числамъ увидимъ, что к а ж д о е изъ чиселъ 

Ро. Р« . • • • 
будетъ ограниченное. 

Т а ш я р е ш е ш я уравнешя 
Щ(х) = г 

можно найти непосредственно подставляя на место $х различный комплексиыя числа . 
П у с т ь 

<ft(x), <р 2 (ж) . . . . . ь(х) 

будутъ в с е т е изъ этихъ решенШ, м е ж д у которыми н е т ъ двухъ ух{х) и ср^ж) находящихся в ъ з а ­
висимости 

где а(х) е с т ь одно изъ решенШ у р а в н е ш я 

И з ъ сказаннаго мы з а к л ю ч а е м * , что п р и каждомъ р е ш е н ш у р а в н е ш я 

Nyx = г 

можно подобрать одно пзъ р е ш е ш й е(х) у р а в п е ш я 

Щх) = 1 
т а к ъ , что п р о и з в е д е т е 

c(x)fx 

б у д е т ъ равно одному изъ комплексныхъ ч и с е л ъ 
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умноженному на комплексное число а(х), порма котораго равна единиц* . И т а к ъ можно положить 

<р(ж) г(х).= срДж) ff.(aj); 
следовательно 

Отношеше ^ есть т а к ж е ц е л о е комплексное число, норма котораго равна единице . 
Примгъчате. Если у = — 1 , то число d можетъ быть только равяо единице , потому ч т о , 

какъ мы видели выше ( n ° 2 S ) , в с е р е ш е ш я у р а в н е ш я 

Nyx — — 4 

выражаются черезъ .одно изъ нихъ и черезъ р е ш е ш я уравнешя 

№{х) = 4 . 

38. 

На осиоваши теоремъ доказанныхъ въ предыдущихъ п п ° мы м о ж е м ъ составить общее в ы р а -
жен1е для комплексныхъ едипицъ. П у с т ь 

<г , (ж) , <т а (ж) , . . . . с г 4 _ , ( ж ) 

будетъ одна п зъ системъ основныхъ р е ш е ш й у р а в н е ш я 

Щ{х) — 4 

и ш(х)—какое нибудь особенное р е ш е ш е т о г о ж е у р а в н е ш я . К р о м е того пусть -п(х) будетъ одно 
изъ р е ш е ш й уравпешя 

Щх = — 4 , 
если оно и м е е т ъ р1;шен1я. 

В ъ такомъ с л у ч а е общШ видъ комплексныхъ едипицъ будетъ 

( 1 ) е(х)=ф) -пг(х) <«И ^{х) . . . . afi7>(x), 

где « ( ж ) , надобно заменить всеми особенными р е ш е ш я м и ; f — О или 4 , смотря потому будетъ ли 
норма е(ж) равна 4 и л и , — 4 , и m ( , т 2 . . . . т Л _ , -всепозможныя ц е л ы й положительный или 
отрицательный числа . 

Можно показать , что каждая комплексная единица можетъ быть только одними 
образомъ представлена подъ видомь ( 1 ) . 

Допустимъ папротивъ, что кроме ( 4 ) и м е е м ъ еще 

Е(Х) = и,(а) -пГ'(х) <т™'<(х) е%*(х) . . . . o J V M 

Во п е р в ы х ъ , очевидно, что ft = f. 
Поэтому получпмъ 

. ю(я>) ат'(х) ат>(х), ; . а^Т' И = «,(*) < • ( « ) <•(<») . . . . C V И 
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и(а) 

есть ц е л о е комплексное число, представляющее т а к ж е особенное р е ш е т е у р а в п е ш я 

Щх = \ . 

Поэтому всегда найдется ц е л о е число р т а к о е , что 

и следовательно 

(4) o f «'(я) о»Г*(ав) . . . . в | « г « И = 1 , 
Т а к ъ к а к ъ , . 

и , ( я ) , сг а (ж) . . . . а 4 „ , 

суть независимый р е ш е ш я , то уравнение (4) можно только удовлетворить полагая 

Р - , = 0 , f * e F = 0 . . . . . f t _ , = 0 
т . е . 

Т 1 = т ' , , т 3 = т ' а , . . . . = Т \ _ , 
и следовательно ( у р . 3 ) 

О т к у д а , полагая 

m , — m ' , . = f*-i. я » , — m ' e = p - , , . . . • »» !_ , — - m ' i _ , 
находимъ 

( 3 ) a?(x) . . . . = 
oTnonieuie 



ГЛАВА III. 

Идеальные множители комплексныхъ чиселъ. 
3 9 . 

И з в е с т н о , что Г а у с с ъ ввелъ в ъ теорно чиселъ комплексный ц е л ы я числа вида а •+• Ы 
т . е . комплексный числа зависания отъ корней уравнешя 

а ; 2 и - 1 = 0 . 

Это нововведешо по своей важности составило эпоху в ъ этой наук!; , т а к ъ к а к ъ оно дало ключь 
къ ришенно ипогихъ весьма трудных* вопросовъ и повело въ свою очередь к ъ новым* з а м е ч а т е л ь ­
ным* обобщешямъ 2 3 . 

Чтобы у б е д и т ь с я въ важиомъ значенш этихъ комплексныхъ чиселъ достаточно припомнить 
себе т у роль, которую one играют* въ т е о р ш биквздратпчныхъ в ы ч е т о в ъ , въ теорш дЬлешя круга 
и лемнискаты н т . д . 2 4 . 

При выводе основных* теорем* , относящихся къ числамъ а - ь Ы, Г а у с с ъ употребилъ т о т * 
же н у т ь , которому следуют* въ подобном* с л у ч а е и для обыкновенных* ц е л ы х * чиселъ . Исходною 
точкою этого пути с л у ж и т * алгориомъ, при помощи котораго находится общи! наибольший делитель 
ц е л ы х * ч и с е л ъ . И з ъ этого алгориома выводятся различный теоремы относительно делимости про­
изведения нескольких* чиселъ на простое число, существоваше одиого р а з л о ж е ш я числа на простые 
множители и т . д . 

Комплексиыя числа вида а ч ~ Ы содержания в ъ с е б е к а к ъ частный случай обыкновенный 
ц е л ы я числа , сами содержатся какъ частный случай въ комплексныхъ ч и с л а х * зависящихъ отъ 
корней какого пибудь пепрпподнмаго уравнешя с ъ целыми коеффищентамп . Teop i a такихъ ком­
плексныхъ чиселъ до сихъ поръ не была составлена , можетъ быть потому , что по являлось во ­
проса к ъ которому она могла быть прилои;ена. 

После того к а к ъ теорш комплексных* ч и с е л * а •+• Ы была составлена , математики начали 
ш ш м а т ь с я комплексными числами, зависящими о т ъ корней какой нибудь степени п з ъ единицы. 
Они пришли къ этим* числам* изучая подробно тоорио д е л е ш я круга иа равпыя части . К р о м е того 
можно указать па две причины заставивший м а т е м а т и к о в * обратиться к ъ этому роду комплексных* 
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ч и с е л ъ ; с ъ одной стороны ouif надеялись доказать при помощи этихъ ч и с е л ъ последнюю теорему 
ФЕРМАТА, с о с т о я щ у ю , какъ и з в е с т н о , в ъ т о м ъ что у р а в и е ш е 

где X ц е л о е число большее 2 , не м о ж с т ъ быть решено въ ц е л ы х ъ ч и с л а х ! . 
Это доказательство и действительно было найдено для безконечнаго множества чиселъ X; съ 

другой стороны пзучеше эгпхъ чиселъ было необходимо для доказательства законовъ взаимности 
относительно в ы ч е т о в ъ высгаихъ степеней , которые очень интересовали многпхъ математнковъ . 

П е р в ы я попытки установить теорпо комплексныхъ чиселъ зависящпхъ отъ корней какой ни будь 
степени изъ единицы, впрочемъ не с о в е е и ъ удачный , были с д е л а н ы Л я л е н К о в ш . Неудача ихъ 
произошла отъ того , что они думали положить в ъ основаше этой т е о р ш алгорпошъ подобный тому, 
к о т о р ы м ! находится общШ нанбольшШ д е л и т е л ь двухъ о б ы к н о в е н н ы х ! ц е л ы х ъ чиселъ и вывести 
отсюда тЪже следствия, которыя вывелъ Г а у с с ъ для чиселъ вида а - ь Ы. 

Подобный алгориомъ действительно м о ж е т ъ быть п р и м е н е н ! к ъ н е к о т о р ы м ! к о м п л е к с н ы м ! 
ч и с л а и ъ напр . з а в и с я щ и м ! отъ корня уравнешя. 

Н о вообще онъ н е п р и м е н и м ! . ' 
КУММЕР! первый составилъ Teopiio к о м п л е к с н ы х ! чиселъ з а в и с я щ и х ! отъ корней какой 

нибудь степени изъ единицы. При помощи т а к ъ н а з ы в а е м ы х ! и д е а л ь н ы х ! множителей комплекс­
ныхъ ч и с е л ъ онъ довелъ эту Teopiio до ж е л а е н а г о совершенства н и о л у ч и л ъ з а м е ч а т е л ь н ы е резуль­
т а т ы , прпложивъ ее къ доказательству последней теоремы ФЕРМАТА и законовъ взаимности 
для вычетовъ высшихъ степеней. В ъ последствм КРОНЕККЕРЪ п о к а з а л ! п р н л о ж е ш е этой т е о р Ь 
КУММЕРА к ъ алгебре 2 8 . Посредствомъ е а оиъ доказалъ , что в с е абелевы у р а в н е ш я , к о е ф ф и щ е н т ы 
которыхъ суть обыкповенныя ц е л ы й числа или числа вида а -ь Ы суть у р а в н е ш я д е л е ш я круга 
или л е м н и с к а т ы . 

К р о м е комплексныхъ чиселъ з а в и с я щ и х ! прямо отъ корней и з ъ единицы, были т а к ж е изу­
чены и некоторый д р у п я комплексный чиела , имеющая связь съ Teopieio д е л е ш я к р у г а . Мы у к а -
ж е м ъ з д е с ь напр . . па работу Эйзенштейна « U e b e r die F o r m e n 3 - l e n g r a d e s m i t 3 Var i abe ln 
w e l c h e d e r K r e i s t h e i l u n g ih re E n t s t e h u n g v e r d a n k e n » 2 9 . 

Я изложу въ этой главе Teopiio комплексныхъ чиселъ Зависящихъ о т ъ корней иеприводимаги 
у р а в н е ш я 

F(x) = О 

какой нибудь степени съ целыми коеффищентами , и зъ которыхъ к о е ф ф и ц ! е н т ъ высшаго члена р а ­
в е н ! е д и н и ц е . Для того , чтобы не у с л о ж н и т ь теорш исключены некоторый особениыя функщи 
F[x), которыя мы х а р а к т е р и з у е м ! н и ж е , и которыя мы раземотрпмъ . п р и лругомъ с л у ч а * . Эта 
Teopia основана на с в о й с т в а х ! ф у п к щ о и а л ь н ы х ъ сравпешй, и з л о ж е н н ы х ! в ! первой глав* этого 
с о ч и п е ш я . В ! следующей главе я п о к а ж у нрило?кеше к о м п л е к с н ы х ! ч и с е л ъ к ъ одному вопросу ш ь 
тегральнаго исчисления, который и п о б у д и л ! меня заняться Teopieio э т и х ! ч и е е д ъ . 
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4 0 . 
Приступая к ъ теорш коиилексныхъ ч и с е л ъ , з ависящих* отъ корней непрпводимаго уравнешя 

( 1 ) F(x)=Q 
стеиени п, котораго корни суть 

ж ц , ж , , . . . . ж п _ ( , 

ш займемся сначала решешемъ следующего вопроса : 
Узнать делится ли п р о и з в е д е т е нъхколькнхъ данныхъ комплексныхъ чиселъ 

<рКЬ •Hv- ^ХО) 
иа обыкновенпое upocroo число р или н1;тъ. Положнмъ что ни одно и з ъ данныхъ чиселъ не д е -
iHTCH на р ; несмотря па эт о , нронзведсше ихъ 

<?(•*„) ХК) 
если его развернуть но стененямъ х0 и исключить в с е степени х0, которыя но ниже п , на осио-
в а т и у р а в п е ш я ( 1 ) , можетъ делиться на р . В с л ь д с ш е этого свойства кодинлексныхъ чиселъ нельзя 
на эти числа прямо распространить и з в е с т н ы х * т е о р е м ъ ' о делимости произведешя обыкновенных* 
ц е л ы х * ч и с е л * па простое число. 

Для достия;с1пп этого надобно сделать некоторыя допущен' |я, о к о т о р ы х ъ мы будемъ говорить 
въ следующих* tin* этой главы Но прежде всего мы п о к а ж е м * п р и з н а к * , по которому можно 
узнать делимость произведения 

?К) х(*в) 
на простое число р , не раскрывая этого п р о и з в е д е т е , а производя д е й с ' ш я только надъ множите­
лями. 

С ъ этою целью разложим* ф у н к щ ю F[x) па простые множители по модулю р . Ноложимъ , 
что 
( 2 ) F(x) — Vм V™' . . . . V? -h р Ft(x), 

где V, V, . . . • Vf суть различный простыл ф у н к ц ш по модулю р и Ffx некоторый иолиномъ 
с ъ целыми коеффнщентами. Если комплексное число <f(x0) $(х0) х ( ж 0 ) . . . д е л и т с я на р , то раз-
двлипъ фуикцио tf[x) ф ( ж ) х.(х)... на F(x), мы доляшы получить о с т а т о к ъ степени ниже п , все 
коэффициенты котораго делятся на р . Обозначив* черезъ Ц ж ) частное въ этомъ д е л е п ш , мы по­
лучимъ 

ср(ж) ф(ж) yjx) . . . . — ет(.т) F(x) = 0 (мод. р ) . 

Т а к ъ к а к ъ F(x) делится по модулю р на V'n V™{ . . . . F„m*, то изъ последнего сравнешя 
видно, 'что и п р о и з в е д е т е 9(ж) ф ж) %(ж) должно делиться по модулю р на V" F™< ....V™'. 
Обратно если п р о и з в е д е т е <р(ж) ф(ж) х ( ж ) . . . . делится но модулю р па Vm К™' . . . . V'"', 
то комплексное число у[ха) ^ ( ж 0 ) xixQ). . . . делится на р . В ъ с а м о м * д е л е , делимость функцш 
fix) ф ( ж ) х(х) . . , . на Vm V™1 . . . . по модулю р предполагает* сравнешо 

<р(ж) ф(ж) у » , . . . = = ЦХ) Vm К , " . .". . . (мод. р ) , 



где 1(х) некоторая ф у н к п ы , нлп, что т о ж е самое , срзвнеше 

- Их) %(х) • • • • = 4х) F(x) ("М- /')• 

Откуда видно, что въ разности 

<f{x) Цх) х{х) . . . . — Цх) F(x) 

коеффищенты у всехъ степенен х д е л я т с я на /) и , следовательно, комплексное число 

<?W Их

а) />„) 

делится на р К р о м е того з а м е т я м ъ , что делимость у(х) ty(x) %(х) на Vm У"1 . , . . Г " * 
можно у з н а т ь , к а к ъ было показано въ I -o i i г л а в е , не перемножил на самомъ д е л е фунмц'й <?(х), 
$(х), х(х) Д л я этого стоить только р а з л о ж и т ь эти ф у н к щ и на п р о с т ы е множители по 
модулю р ; тогда мы легко увидимъ входить ли въ п р о и з в е д е т е э тихъ функцШ множитель 
ут ут, ут, 

П г н м ы ' ъ . П у с т ь р = 1 3 , F{x)z=.x'1—'3, a ? 0 = i / 3 , х{ — — 

? ( . r 0 ) = 4 х0, ^{х0) = 5 - ь 2 
Мы и м е е м ъ 

F{x) = (х — 4 ) (.х -+- 4 ) (мод. 4 3 ) ; 

следовательно можно положить 

V •—• х — 4 , V{ = х -+- 4 . 
Поэтому получимъ 

ф( . г ) = = 2 F (иод . 1 3 ) 

в х ф а ; = 2 VVt (мод. 1 3 ) 

и следовательно п р о и з в е д е т е 

делится на 1 3 . 
4 1 . 

Въ продыдущемъ п ° было ноказаио к а к и м ъ образомъ можно узнать делится ли п р о и з в е д е т е 
п е с к о л ь к п х ъ комплексныхъ чиселъ на простое число р не производя въ действительности умно-
ж е т я . Т е п е р ь мы нокажемъ какимъ образомъ узиать делится ли норма какого нибудь кои пленена го 
числа <р(х0) на р , не вычисляя этой нормы па самомъ д е л е . Мы обратимся снопа к ъ уравнение 
( 2 ) предыдущего п ° п положимъ, что степени ф у н к щ и К, К , . . . . К , равны соответственно 
v, v ( . . . . v,. Можно принять кроме того , что к о е ф ф п щ е п т ы при пыешнхъ стспонлхъ х въ ф у н к щ п х ъ 
Г , К , . . . . V, равны единице , потому что к о с ф ф и щ е н т ъ в ы с т а г о члена F[x) раввнъ единице . 

М ы сначала д о к а ж е м ъ , что нормы комплексиыхъ чиселъ 
V(x0), Г , ( . т 0 ) .V,(x0) 

делятся соответственно на 
Р"./'"' Р"-

1°. 



Достаточно для этого р а з с м о т р Ь п . только одно пзъ этихъ чиселъ напр. V(x°). 
П о л о ж н м ъ , что корни у р а в н е ш я 

* V — О 
будутъ 

п, следовательно , 

Р = ( ж — A , ) (х — А4) . . . . (ж — А.,). 

По определенно нормы нмеемъ 

' ЛТ(а!„).= ( ж 0 — « , ) ( « „ — « , ) • • . К — tx,) 

( Ж , — а , ) ( ж , — a s ) . . . . ( .г , — я , ) 

(•»„_.— «,) ( « „ _ . — *,) • . • • К - , — *»)-

Переменяя знакъ каждаго множителя , мы можемъ эту норму представить еще въ такомъ виде : 
(1) NV(x0) = ( - \ r /<>,) р[я,) F(«,); 
это последнее равенство прямо с л е д у е т ъ п з ъ того , что Л Т ( ж 0 ) е сть результанта отъ нсключен1я 
ж изъ двухъ уравпешй 

V — 0 п F(x) = О, 
к а к ъ было замечено в ъ п° 2 3 . 

Подставляя въ уравнеше ( 2 ) предыдущего п° вместо ж последовательно 

и перемножая р е з у л ь т а т ы , получимъ 

/'>,) /-(-о . . . . / < > . . , ) г ^ / / - , ^ , ) 1<\'у.1) • • • • /<\К); 
следовательно , но (1) 

М ' , ж 0 ) = ( - 1 Г / / / < > , ) / • > , ) . . . . / < , ( * , ) • 
З а м е ч а я что 

Ft(*t) /«',{*,) • • • • *>v). 

какъ целая рациональная симметрическая ф у н к щ я корней уряанешн 

Г = 0 , 

есть целое число, мы пидимъ, что NV(x0) делится па р 1 . Подобными, же образомъ докажемъ , что 
нормы чиселъ 

г . К 1 - 'Ч<„> '",(•'•„) 
делятся соответственно на 

Р"' Р''- • 

Т е п е р ь докажемъ , что норма какого нибудь к о м п л е к с н а я числа И ' ( ж п ) не можетъ делиться 



пар, если ф у п к щ я W(x) не делится по иодулю р ни на одну пзъ ф у н к ш й Г , V(, . . . . 1\. 
Действительно , если W не делится пи иа одну изъ функшй V, Vк . . . . V t по модулю р , то 
о н а — в з а и м н о простая ф у п к щ я съ F{x) поэтому модулю, а потому можно найти (п° А) две 
ф у н к щ и /1 и В удовлетворявший сржшош'ю 

A iy—BF(x) == i (мод. р). 

Внося сюда вмьсто х последовательно 

х0, х г . . . . xn_t 

и перемножая р е з у л ь т а т ы , получпмъ 

Л'Л N\V\x0) Е Е = \ (иод. р ) 

н, следовательно , Л '1К(ж) не делится на р . 
И т а к ъ необходимое услош'е для того , чтобы норма какого пибудь комплексного числа W(ra) 

делилась на р состоять въ тоагь, чтобы ф у и к щ я W делилась но модулю р на одну изъ функщи 
V V V 

Д о к а ж с м ъ т е п е р ь , что это ycioi i ic б у д е т ъ п достаточным!. . П о л о я ш м ъ , что (функщи ^ ' д е ­
лится по модулю р на одну пзъ функшй 

V, V, . . . . V, 
нанр V. Поэтому будемъ иметь 

W — ух V -г p<\ix, 

где ух п <\>х два полинома съ целыми коеффшп'ептамн. Подставляя в ъ это равенство вместо х 
последовательно 

xQ, xt, . . . . x„_t 

и перемножая р е з у л ь т а т ы , получпмъ 
f 

ЛГ»Г(. /- 0 ) = A > ( j r 0 ) Л Т ( . г 0 ) (м.ы. р). 

Такт, к а к ъ NV(x0) делится ипр, то 

Л ' 1 Г ( ж 0 ) = О (мод. р). 

И т а к ъ доказано, что если W д е л и т с я но модулю р па одну пзъ ф у п к ш й 
V, V, . . . г„ 

то норма W(x0) делится на р . 
4 2 . * • . 

При помощи результатов!, иайдспныхъ въ предыдущем!. п° мы можемъ доказать следующее 
ц р о д л о ж е ш е : Если норма одного изъ комплексныхъ чиселъ 

V(x0), Vt(x0), . , . . V,(x0) 
10" 
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напр. NV(x0) дплитсп нар въ степени высшей У , то она' содержишь р въ степени 
кратной v. 

М ы имели у р а в н е ш е 

, NV(x0)=(-irfFl(ui) . . . . *>,). 

Отсюда видно, что норма V(x0) можетъ делиться на степень р высшую v только въ томъ 
с л у ч а е когда число 

Ft(*A FM . . . . * \ К ) 
д е л и т с я на р . 

З а м е ч а я , что это число представляете норму к о м п л е к с н а я числа Ft(x) относительно кор­
ней неприводимаго уравнешя 

V{x) = Q, 

мы з а к л ю ч а е м * по доказанному выше , что Ff(at) ^(а

2) • • • • Ft(av) будетъ делиться на р 
только тогда , когда F{(x) делится на F n o модулю р , т а к ъ какъ Г есть простая ф у н к щ я но этому 
модулю. 

П о л о ж и м * въ этомъ с л у ч а е 

Ft(x) = $(x) V+-pv{x), 

где ф ( ж ) и vs(x) полиномы съ целыми ко ефф пщ еп та ми . З а м е н я я въ этомъ равенстве х последо­
вательно черезъ « s . , . . a v и перемножая р е з у л ь т а т ы , получимъ 

Ff(S) F , ( « V ) * ( * В ) 0 ( « У ) 

и следовательно 
NV(x0) = ( - 1 Г p " • o K ) * ( « „ ) • 

Отсюда , принимая во внимание, что ts(af) c j ( a a ) . . . . cj(av) есть целое число, видим*, 
что норма V(x0), если она делится на степень _р высшую v, делится н а р " . 

Совершенно т а к и м * ж е образомъ докажемъ и общее предложеше . 

4 3 . 

П р е ж д е ч е м * перейти къ теорш идеальных* множителей комплексных* чиселъ , мы с д е л а е м * 
несколько замечаний относительно о с н о в н а я у р а в н е ш я 

(1) Г{х) = 0. 

I . Всегда легко найти, к а к ъ мы увидимъ, т е простыя числа или модули относительно кото­
р ы х * / ' д о п у с к а е т * кратныхъ множителей. Положим* , что А есть целое число равное дискри­
минант* уравшзшя ( 1 ) т . е . пусть 

F = : ( ж 0 — ж , ) а ( a s 0 . — а д * . . . . ( а „ _ а — . ж „ _ , ) \ 
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Т а к ъ к а к ъ у р а в н е ш е ( 1 ) предполагается пеприводимымъ, и следовательно , не и м е е т ъ равныхъ 
корней , т о А будетъ отличаться о т ъ н у л я . Поэтому можпо положить 

г д е 

различный простыя числа . Мы д о к а ж е м ъ , что F(x) допускаетъ к р а т н ы х ъ множителей только 
относительно* модулей </,, <72, . . . . qk. Р а з с м о т р и м ъ сначала к а к о е нибудь простое число р 
отличное отъ 

• ? 2 . 

и положимъ, что относительно этого модуля F(x) допускаетъ к р а т н а г о м н о ж и т е л я V т . е . пусть 

F(x) =(f(x) Утч-ръ(х), 

г д е т ц е л о е число большее единицы. 
Т о г д а п е р в а я производная F'{x) будетъ делиться по модулю р на V(n° 8 ) и следовательно 

по предыдущему норма F'(xQ) т , е . п р о и з в е д е т е 

*>„) Р'(»<) ••• • 

будетъ д е л и т ь с я на р.Такъ к а к ъ эта норма можетъ отличаться только зн'акоиъ отъ дискриминанты 
А , то р долженъ быть делителемъ А , что п р о т и в о р е ч и т ь предположение. И з ъ этого мы з а к л ю ч а е м ! 
что F(x) м о ж е т ъ допускать кратныхъ множителей только относительно модулей </, , < / , , . , . . qk. 

Т е п е р ь д о к а ж е м ъ , что относительно каждаго и з ъ простыхъ ч и с е л ъ 

</,. 4i • • • • 7* 

F(x) действительно с о д е р ж а т ь к р а т н ы е множители . 
Д о п у с к а я , что F(x) не содержитъ к р а т н ы х ъ множителей относительно какого пибудь прос -

таго числа q., м ы м о ж е м ъ положить 

F(x) — V V, . . . . V, •+• q{ w(x), 

г д е V, Vt , . . . V,—различный простыя ф у н к щ и по модулю </,. В ъ этомъ с л у ч а е , к а к ъ это 
видно и з ъ п° 8 , F{x) не будетъ д е л и т ь с я по модулю </,- ни на одну и з ъ ф у и к щ й 

v, v( . . . . V, 

Поэтому норма F'{x0) и л и , что в с е р а в н о , дискрпмпнаита А н е м о ж е т ъ делиться па </„ что 
опять противоречитъ предположешю. 

I I . Обращаемся тепрь снова к ъ уравнегню ( 2 ) п ° 4 0 

( 2 ) F(x) =Vm V{

m' V,'"' -\-р Ft{a>) 
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Функции V, V{ . . . . Vt по с о в с е м * определены, потому что коеффищенты ихъ могут* быть 
заменены числами сравнимыми по модулю р . Пользуясь этимъ обстоятельством* мы докажемъ , что 
если какое нибудь изъ чиселъ 

т, т{ 1", 

н а п р . т равно единице , то функщю Ft(x) можно предположить иеделящсюен но модулю р ил 
фуикцпо V соответствующему этому показателю. Действительно нол ожимъ , что m — 1 и Ft(x) 
делятся по модулю р па V. В ъ т а к о м * с л у ч а е мы можемъ взять вместо V фуикцпо 

W ~ р $(х), 

где ф ( ж ) о з н а ч а е т * функщю •степени ниже ч е м ъ V по делящуюся на p . W будетъ т а к ж е и|юстап 
функщя по модулю р той ж е степени какъ и V с ъ коеффнщентомъ равиымъ единице при высшей 
стеиенп х. Внося теперь въ равенство ( 2 ) вместо f фуикцпо W и з а м е ч а я , что по предположении, 
»п = 1 , получимъ 

F{x)=: 1УУ\Я* F 2

m » . . . . V,m'+p*{x), 
где 

<?(x) = F{(x)-<p(x) V<m< F a

M - . . . Vt"'', 

Т а к ъ к а к ъ Ft(x) по ирсдиоложенно делится по модулю р на К и л и , что тожо самое , на I f , а ф(ж) 
будучи степени ниже W не делится , то <р(ж) т а к ж е не мо;кетъ делиться по модулю р на W, чего 
м ы ' и хотели достигнуть . 

З а м е т и м * т е и с р ь , что если Ft(x) в ъ равенстве ( 2 ) делится по модулю р на т у и з * фуик­
щ й V которой соответствует* показатель т болышй единицы, то ирсобразоваше , которое было 
сейчас* показано , не приводить къ функцш <р(ж) но делящейся иа V но модулю р Т а к ъ какъ въ 
этомъ с л у ч а е есть хоть один* показатель т болышй единицы, т о р должно быть одним* изъ чиселъ 

7 4 . ? < , • • • • 7*-
Комплексиыя чпсла , завпсяип'я отъ корней т а к и х ъ уравиенШ 

/ < » = 0 , 

для которыхъ и м е е т ъ место только что указанное обстоятельство обладают* некоторыми особен­
ными свойствами. Ж е л а я . в ъ настоящем* сочипешн представить Toopiio комплексных* чиселъ въ 
самомъ простом* виде , мы исключим* т а ш я комплексиыя чпсла пзъ нашего нзеледовашн и изло­
жим* свойства ихъ при другом* с л у ч а е . И т а к * мы исключим* т е ф у н к щ и F(x), которыя но 
одному пзъ модулей 

7 с 7а 7* 

напр . q{ будут* представляться под* видом* 

F(x)-= Г " Г / ' - . . . . V^ + a(Ft(x), 

где F , ( a s ) делится по модулю q.m одну или несколько фуикщй V, Vt, . . . Г , , которым* 
соответствуют* п о к а з а т е л и болыше единицы. 
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4 4 . 

Переходя теперь собственно к ъ Teopin и д е а л ь н ы х ! множителей комплексныхъ чиселъ , я 
считаю не лишпимъ сделать некоторый з а м е ч а ш я о т е х ъ задачахъ , ръ 'шеше которыхъ мы б у д е т ъ 
иметь въ виду. Главная изъ этихъ з а д а ч ъ будетъ. 

Узнать дгълится ли одно комплексное число на другое не производя д/ьле/йп па 
самомъ д/ьлп, а разсматривая каждое изъ этихъ чиселъ отдельно. 

Эта задача для комплексныхъ ч и с е л ъ вида а -+- Ы р е ш а е т с я при помощи р а з л о ж е ш я числа 
на п р о с т ы е множители . Но нельзя употребить этого снособа для р е ш е ш я той ж е задачи о т н о с и ­
тельно к а к и х ъ угодно комплексныхъ ч и с е л ъ , если ие ввести въ него к а к п х ъ нибудь новыхъ у с л о -
вШ и и з м е н е ш й . Д е й с т в и т е л ь н о , хотя и можно разложить каждое комплексное число на п р о с т ы е 
множители т . е . на т а ш е , которые у ж е ие будутъ сами разлагаться на множители , но м о ж е т ъ 
быть несколько подобпыхъ р а з л о ж е н ш совершенно р а з л и ч н ы х ъ . Поэтому и з ъ этого р а з л о ж е ш я на 
п р о с т ы е множители нельзя у ж е вывести т е х ъ т е о р е м ! , которыя п о л у ч а ю т с я для чиселъ вида 
ач-Ьг. У б е д и т ь с я в ъ этомъ весьма не т р у д н о ; мы п р и в е д е м ! здесь п р п м в р ъ , помещенный в ъ 
сочинеши « V o r l e s u n g e u fiber Z a h l e n l h e o r i e » L e j e i m e Di r icb le t . П о л о ж и л ъ , что разсматриваются 
комплексный числа отъ корней у р а в н е ш я 

я* - ь 1 1 = 0 . 

Число 1 5 м о ж е т ъ быть представлено к а к ъ произведшие чиселъ 3 и S п к а к ъ п р о и з в е д е т е 
чиселъ 2 -+- { / — ' И и 2 — \ / — 1 1 ; числа 3 , 5 , 2 — \ / — 1 1 и 2 + \ /— 11 ие м о г у г ь 
быть | )азложены на множители вида а -+- Ь \/— 1 1 . 

Вт. с л е д у ю щ и х ! п п ° мы излогкимъ способъ для решеш'я вышеупомянутой задачи относительно 
комплексныхъ ч и с е л ъ ; мы увидимъ, что опъ д а е т ъ для оощпхъ к о м п л е к с н ы х ъ ч и с е л ъ т о , что для 
чиселъ вида а -+- Ы получается при помощи р а з л о ж е ш я иа простые множители и поэтому м о ж е т ъ 
служить для р е ш е ш я многихъ другихъ з а д а ч ъ . 

• 4 5 . 

П у с т ь F(x) = О 

будетъ опять основное неприводимое у р а в и е н ш степени п [ п р и ч е м ! и с к л ю ч е н ! т о т ъ с л у ч а й , о к о ­
т о р о м ! м ы говорили в ъ конце п° / 5 3 ] . При изследовашн к о м п л е к с н ы х ! чиселъ зависящих ' ! о т ъ 
корней этого уравнешя мы д о п у с т и м ! с л е д у ю щ е е : 

М ы б у д е м ! считать всякое обыкновенное простое число р , относительно котораго F(x) есть 
простая ф у и к щ я , т а к ж е п р о с т ы м ! к въ ряду к о м п л е к с н ы х ! ч и с а п , з а в и с я щ и х ! отъ корня у р а в ­
нешя 

Fix) = 0 . 

I k e д р у п я обыкновенный простыя числа б у д е м ! считать сложными въ т о м ъ же ряду комплекс­
ныхъ ч и с е л ъ . 

Это р а с п р е д е л и т е чиселъ на нростыя ' и сложный основаио на следующей т е о р е м е . 
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Теорема . Если произведете шъсколькихь комплексныхъ чиселъ делится на 
обыкновенное простое числор, относительно котораго F(x) есть простая функцгя, то 
одпнъ изъ множителей делится на р. 

Доказат. П у с т ь 
?( ж оЬ ФК)> Х ( * о ) . 

будутъ комплексный числа , п р о и з в е д е т е которыхъ делится на р . М ы п р е д п о л а г а е м ! , что каждое 
изъ этихъ чиселъ представлено подъ впдомъ 

а 0 -н а,х0 -+- a2xl -ь . . . . -*- ап_,хп~< , 

где а й , а , . . . . а п _ , суть числа щвлыя , т а к ъ что степепп функщи <?(х), ф ( ж ) . . . . не пре-
вышаютъ п—1. Принимая по внпмаше, что F(x) есть простая ф у и к щ я по модулю р м ы , по дока­
занному въ п ° 4 0 , з а к л ю ч а е м ! , что одна ИЗ! ф у н к щ и 

Ф И , х И 
должна делиться на F[x) по модулю р . 

З а м е ч а я кроме того , что в с е эти ф у п к ц ш степени ниже Fx, м ы видимъ что по крайней 
и е р е у одной и з ъ ппхъ в с е к о е ф ф и щ е н т ы а0, а ( . . . . а п_, должпы делиться иа р ч . и т . д. 

И з ъ доказанной теоремы с л е д у е т ! , что числа р , которыя мы согласились считать простыми 
въ ряду комплексныхъ ч и с е л ъ не делятся ни на к а ш я комплексный числа к р о м е р и комплекс­
ныхъ единпцъ . 

Д е й с т в и т е л ь н о , п о л о ж и м ! , что р равно произведен™ двухъ комнлепспыхъ чиселъ <?(х0) и 
ty{x0). Т а к ъ к а к ъ п р о и з в е д е т е <р(ж0) Ф(^0) д е л и т с я на р , то по п р е д ы д у щ е м у , одно изъ ком­
п л е к с н ы х ! ч и с е л ! <р(ж 0 ) , ^ ( ж 0 ) делится на р . И т а к ! можно принять 

<РК>) =Pfi(xo)> 

где < р , ( # 0 ) есть т а к ж е целое комплексное чпсло . При э т о м ! мы п о л у ч и м ! 

и следовательно у{хй и tyx0 суть комплексный единицы. 
Р а з с м о т р н м ъ далее так'ш обыкновенный простыя числа относительно к о т о р ы х ! F(x) не бу­

детъ простая ф у и к щ я . П у с т ь р будетъ одно и з ъ т а к п х ъ ч и с е л ъ . В ъ этомъ с л у ч а е F[x) можно 
разложить по этому модулю иа простые множители . П о л о ж и м ! 

(1) F{x) = VmV\" . . . . к™' -+- pFt{x) 

где V, \\ . . . . К, 

суть различный простыя фупкцш по модулю р и Ftx ф у и к щ я ие д е л я щ а я с я но атому модулю пи 
на одну п з ! ф у н к щ и (п° 4 3 ) 

V V V 
П у с т ь v, v ( . . . . v t 

б у д у т ! соответственно степеии функцШ 
V V V 
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Т а к о е число р мы будемъ принимать с л о ж н ы м * в ъ ряду комплексныхъ ч и с е л ъ и состоящимъ 
изъ т. одинаковыхъ простыхъ м н о ж и т е л е й , н р н н а д л е ж а в ш ъ ф у н к щ и V; и з ъ mt одинаковых* 
простыхъ множителей принадлежащихъ ф у и к щ й V{ и т . д . , и н а к о н е ц * из* «г, одинаковых* про­
с т ы х ъ множителей принадлежащихъ ф у п к щ п Vs. Это у с л о т е относительно чпсла р мы принимаем* 
независимо отъ того разлагается ли въ действительности число р на столько комплексныхъ множи­
телей или н ъ т ь . М ы увидим* н и ж е , что если р. представляется иод* впдомъ 

( 2 ) р = т - ( * 0 ) * ; . ( « „ ) . . . 

где у(х), ?Ля;)' • • • • ?ч(ж) ф у и к ц ш деляийяся по модулю р соответственно на 

V V V 

то при всякомъ другомъ подобномъ р а з л о ж е ш п 

Р=г(*п) * ? к ) - • • - е ю 
отношешя 

будутъ равны н е к о т о р ы м * комплексным* единицам*. В ъ этом* с л у ч а е числа 

будутъ д е й с т в и т е л ь н ы е множители числа р . 
Въ иротивномъ с л у ч а е , когда р не представляется под* впдомъ ( 2 ) , мы будемъ называть мно­

жители числа р идеальными. З а м е т и м * , что назвашо идеальных* ч и с е л * употребляется въ двух* 
с м ы с л а х ъ : во первыхъ въ смысле ч и с е л ъ противоположных* с у щ е с т в у ю щ и м * , и во вторыхъ, въ 
общем* с м ы с л е множителей комплексныхъ ч и с е л ъ , между которыми существуюнп'е заключаются 
какъ частный с л у ч а й . Пусть fx0 будетъ некоторое комплексное число. Мы будемъ говорить, что 
f(xQ) дгьлится па простои идеальный множитель р принадлежащие функцш V, если 
1(х) д/ьлитсп па V по модулю р. 

Т о ч н о т а к ж е , если / ' (ж) делится на К, но модулю р , то мы будемъ говорить , что f(xu) 
делится на идеальный множитель р принадлежащШ функцш V{ и т.- д . 

Ч т о б ы р а з с е я т ь некоторый недоразумешн, которыя могут* явиться относительно идеаль­
н ы х * ч и с е л * , я считаю не лишним* с д е л а т ь с л е д у ю щ е е з а м ь ч а ш е : 

Н а д * идеальными числами нельзя прямо б е з * особенных* с о г л а ш е ш й производить известный 
д е й с ш я ; точно т а к ж е пе и м е ю т * смысла р а з е у ж д о ш я относительно величины этих* ч и с е л * . Иде-
альныя числа но более к а к * т е р м и п ъ , к а к * особенный и очень удобный способ* в ы р а ж а т ь н е к о ­
торый соотношешя для комплексных* ч и с е л * действительно с у щ е с т в у ю щ и х * . Э т о т * термипъ б ы л * 
введен* Куммкром* для частнаго с л у ч а я комплексных* чисел* и м * изследованиаго . 

4 6 . ' 

В ы в е д е м * теперь крнтер!ум* по которому узнается к а ш е идеальные множители числа р и 
сколько р а з * содержатся въ некотором* данном* комплексном* ч и с л е ср(ж). 

11 
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О б о з н а ч и т соответственно ч е р е з ъ 

W, W{ w, 
функцш 

ут, ут, _ _ Vm,

t Vm . . . . V'"', . . . . V" Г""1 V"1' . . V'"'-'. 

Мы будемъ говорить, что комплексное чпсло <р(ж 0) содержитъ идеальный множитель числа 
р принадлежащий фупкцш V ровно X р а з ъ , гдТ> 

X = km ч-- г, 

1с— частное и г остатокъ отъ дплешл X на HI, еслп и м е е т ъ место cpannei i ie 

( 1 ) у(х) V"l~r Wh+i = = 0 (мод. р 1 4 - , Fix)), 
а сравнение 

(2 ) (f(x) Г » - — W1"1-' = О (мод. ph-,-\ F(x)) 

не и м е е т ъ м е с т а . Cpanneiiie ( т ) в ы р а ж а е т ъ , что ф у п к щ я 

у(х) Vn'-r Wk~' 

по разд'Ълсспгт на F{x) даетъ остатокъ степени не выше п — 1 , а с е к о е ф ф и щ е н т ы котораго 
делятся на р к + > . 

Совершсшю т а к ж е определяется степень и другихъ идеальных!, множителей числа р содер­
жащихся в ъ <р(ж 0 ) . Мы согласимся говорить , что у(хп) содержит!, идеальный множитель числа 
р принадлежащий функщи Vt ровно X, р а з ъ , где А, — / r^m, - i - г , и /с, — ч а с т н о е , а г , — о с ­
татокъ отъ д в л с ш я X, на и г , , если и м е е т ъ м е с т о с р а в н и п с 

у(х) К * ' - " ' = = 0 (мод. / ' » ) 

a cpanneirie 
F ; m ' - r ' - " FFf•- |" а = О ( м о д . / ' - ' " 5 , /?(*•)) 

не и м е е т ъ м е с т а . 

Если X = 1 , то U — 0 , »• = 1 и сравнешс ( 1 ) обращается въ т а к о е : 

. ? ( а ? ) F " " 1 I F = О (мод. / ? , / < » ) 
И з ъ этого с р а в н е ш я , на основанш того что мы говорили въ пп 4 0 о делимости произведешь 

комплексных!, чиселъ н а ^ ? , мы заключаем! . , что ср(аз) должно делиться па Vпо модулю ^з; следо-
патслыю, при X = \ , ycjonie что какое иибудь комплексное число с о д е р ж и т ъ множитель р ирп-
надложащш ф у п к ц ш V совпадает!, с ъ т1;мъ, которое мы сообщили въ па 4(5. 

Д а л е е мы докажемъ некоторый т е о р е м ы , пзъ которыхъ вполне будетъ видно какую роль 
играютъ идеальный числа пъ теорш комплексных! , чиселъ . 

. 4 7 . 

Теорема. Ест комплексное, число у(х0) содержать идеальный множитель числа 
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р принадлежащие функцш VI разъ, а комплексное число ф ( ж 0 ) пе д/ьлчтен на этотъ 
множитель, то произведенье z(xu)<p(xQ) содержишь этотъ множитель ровно 1разъ. 

Доказат. Пусть I = km - ь г, г д е /с частное и г остаток* о т * д е л е ш я ?. иа т. Согласно 
предположение п а Ь е м ъ ( » ° 4 0 ) . 

(1) <?{х) V'r-r W + i = ^ н ' { (f,(x) -+- гя{х) F(x), 

где <р(х) и а{х) два нолшюма с * ц е л ы м и к о е ф ф и щ е н т а м п . Л е г к о в и д е т ь , что (ftx не делится на 
V по модулю р ; действительно , в * протппиомъ с л у ч а в остаток* от* д е л е ш я ф у н к щ и 

pk+i 9,(ж) Г " " ' W 

на / ' "ж, и л и , что тоже самое , о с т а т о к * отъ д е л е ш я ф у н к ц ш 

w(x) V-m~'-' W ' " + a 

на Fx делился бы \\ъ p k + ~ и, следовательно , комплексное число <?(х0) содержало бы множитель 
р нринадлежащШ ф у н к щ и V более ). р а з ъ ( п ° 4 0 ) . 

И з ъ ( 1 ) иолучаемъ равоиетво 

ф ( х ) <р(ж) К т - р Г К А - М

 ? | ( ж ) ф ( в ) - I - ф ( ж ) / ' " ( я ) 

показывающее , что комплексное число <р(ж 0) ф ( ж 0 ) содержит* множитель р принадлежащей функщи 
Г по крайней м е р ь I р а з ъ , З а м е ч а я кроме того , что ф у н к щ я ср^ фж не делится на К по модулю 

р м ы з а к л ю ч а е м * , что фуикщй 
<ft(x) ф ( ж ) К " - ' 

и л и , что т о ж е с а м о е , ф у н к щ я 
Цх) у(х) F " " - ' - ' ! У И -

не м о ж е т * быть сравнима с * нулем* цо модулю р к + * и функщи i ' ' ( a ; ) ; и следовательно (на 4 0 ) , 
произведшие <f(x0) &(хи) содержит* множитель нрипадлежащш функщи Г ровно X р а з * . 

4 8 . 

Т е о р е м а . Произведенье f{xu) Ф(ж ц) двухъ комплексныхъ чиселъ содержишь иде­
альный множитель числа р принадлежащие функцш V ровно столько разъ, сколько 
оба множителя <?{х0) и ty{x0) вм/ьстп. 

Доказат. Положим*, что срж0 с о д е р ж и т * зготъ множитель X р а з ъ , а ф .к и — V р а з * . 
П о л а г а я к а к ъ и прежде 

I = km -+- г, V — k'm -t- »•' 
получимъ равенства 

Ф(Ж) Г " - ' Г-К*-'-' = рк+* <p,(se) -*- п ( ж ) / < » 

ф ) F ' " - ' " Ж * * " - = р * - м - ь T3t(x) F(x), 

где пи одна и зъ функщи ср , (ж) , ф , ( » ) не д е л и т с я иа F по модулю р . 
11* 
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И з ъ этихъ равенствъ выводим!» т а к о е : 

(1) ? И <К») г - - - " \vM^ = Ь(х) *,(*) - ь о ( х ) ад, 

где й(х) нолниомъ съ целыми коеффнщентамн. Т е п е р ь надобно разобрать следуюшде с л у ч а и : 

(I) г -ь ?•' < т 
И з ъ y p a B i i c n i i i 

F{x) = = Г " F,m< . . . . F, m « ч-р 1<\{Х) 
имеемъ 

F m w = — р Ft(x) -+- ад. 
На ооноваши этого, равенство ( I ) нредставлнется нодъ видомъ 

~F,(x) <f(x) Щх) К - ' - ' W M , + t = р ^ ' Ь(х) ф . И -,- 1 2 , ( 0 » ) ад, 
где 

есть т а к ж е нолниомъ съ целыми к о е ф ф н щ е н т а м н . И з ъ этого равенства видно, что п р о и з в е д е т е 

содержитъ множитель р принадлежапи'й ф у п к ц ш V ровно 

(к -t- W) т •+- г г' = I -+• I' 

р а з ъ . Т а к ъ какъ Ft(x0) не делится на этого множителя , то <f(x0) ^{хи) содержитъ его А -» - V 
разъ ч . и т . д . 
(И) г -+- ?•' ̂  т; н р и ч е м ъ , конечно, г -+- г' < 2 т . 

Полагая г н - г' — т -+- р , где р < т, представимъ равенство ( 1 ) нодъ т а к и м ъ видомъ: 

Ч(х) Цх) у"~г' wk+k-" = Р

к-,-к-,-° 'Ь(х) $,(х) -+- Щх) ад. 
И з ъ этого равенства видно, что комплексное чпсло у(х0) Цхи) содержитъ идсальиый мно­

житель числа р нрипадлежащШ функщи V ровно (к + + т -+- р — I V р а з ъ ч. н т . 
д. Понятно , что теорему можно распространить па т о т ъ с л у ч а й , когда разсматривается произве­
д е т е не двухъ , а большего числа множителей . 

4 9 . 

Т е о р е м а . Если комплексное число f(xu) содержишь идеальный множитель 
числа р принадлежащие 'функцт V не менее 1т разъ, где А некоторое целое число, 
множитель р принадлежащей фупкцш F , не менее / г л , разъ и т.д.и наконецъ множи­
тель р принадлежащей функщи VK не менее hnt разъ, то у(х0) делится на у / . 

Доказат. Согласно предположение и м е е м ъ 

<р(») Vю Wi+i =р'^ Щх) - I - и(<с) F{x). 
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О т к у д а , з а м е ч а я что 
V" W — — р ¥к{х) ч ~ F{x), 

п о л у ч а е м * 
- <f(x) Fi(х) Wx = f Ща>) •+- Q{x) F(x), 

где Щх) иолниомъ с ъ целыми к о е ф ф и щ е н т а м п . Т а к и м ъ ж е образомъ находим* 

- ф) FA (х) W\ = рЧ, И 4- Q„ {х) F(x) 

- 9(х) Ft(x) W\ = р" ф » н - Я » F(x) 

- 9 ( ж ) .WFJ = р х ф » ч - S 2 f ( « ) / < » 

И з ъ этого равенства с л е д у е т е , ч т о комилексное число 

тК) * > 0 ) ( и ^ ю i k j k ) ' ч - . . - ь т*> 0 ) 

делится иа р'\ Т а к ъ к а к ъ ф у н к щ я 

Ft(x) (Wx W\ • + - . . . . W\) 

не д е л и т с я но модулю р ни на одну и з ъ ф у н к щ и 

V V V 

то ( п ° 4 0 ) комплексное число <р (ж 0 ) должно делиться на р. П о л о ж и в ъ 

и продолгкая т о ж е р а з с у ж д е ш е , н а й д е м ъ , что ср , ( а з 0 ) делится н а р , с л е д о в а т е л ь н о <р (ж 0 ) делится 
на j p a , и , очевидно, что подобным* ж е образомъ д о к а ж е м ъ , что у(х0) д е л и т с я на р ' \ 

50. , ' 
В ъ этомъ п° м ы докажемъ одно свойство нормы к о м п л е к с н а я ч и с л а . 
П о л о ж и м ъ , что комплексное число <р(ж 0) содержитъ идеальный множитель р принадлежащей 

функщи F X р а з ъ , множитель р принадлежащий функщи Vi 1{ р а з ъ и т . д . и наконецъ множитель 
р принадлежащей ф у н к щ и Va — X ; р а з ъ . М ы д о к а ж е м ъ , что в * т а к о м * с л у ч а е норма у(х0) будетъ 
содержать число р м н о ж и т е л е м * ровно Xv ч - Х ^ ч - . . . . Х д р а з ъ . 

С ъ этою целью составимъ комплексное число 

(i) фи) г*-\х0) г ^ ( х 0 ) . . . . Г Г ' ^ ' К ) . 

где к к акое нибудь изъ ц е л ы х * чиселъ удовлетворяющихъ неравенствамъ 

m/c > X, т<к > X, , , . . т,к > X s . 

Комплексное число ( 4 ) содержитъ м н ожитель р принадлежащей ф у н к щ и V ровно тк р а з ъ , 



множитель _р ирниадложащш функщи К, ровно т , / с разъ и т . д. Следовательно зто комплексное 
число будетъ и м е т ь вндъ 

/ т . К ) ' 

где | ? , ( л ' 0 ) есть комплексное число п е д е л я щ е е е я ни иа одппъ изъ множителей 
Взявши нормы комплексныхъ чиселъ составляющихъ обе части уравнения 

?(*о) ^ " ^ ю с ^ - к ) . . . . vy-'ixv) 
получпмъ 

Щ(х0) (NV(x0))mk~'J'» . (NVt(x0))m^' . . . . (NV.(x0))mtk-i-=PtuNb(*0)-

З а м е ч а я , что 

NV, NVt . . . . JVK, 

с о д е р ж а т ь число р соответственно въ степеняхъ 

н что , по замеченному в ы ш е , норма у , ж 0 не делится иа р , мы видимъ, что iVcp.«0 содержать число 
р въ степени 

Ъ -+- X,v, -+- . . . . —I- X s v 8 , 
т а к ъ к а к ъ 

м = 1IVJ -+- »n v ( н - . . . . -+- « i s v s . 

И з ъ доказаниаго с л е д у е т ъ , что каждое комплексное чпсло содержнтъ идеальные множители 
только т е х ъ нростыхъ чиселъ , которыя д е л я т ъ его норму и иритомъ каждый множитель только 
конечное чпсло р а з ъ . 

У к а ж е ш ь еще на одно е л ь д е п п е предложешя доказаниаго въ этомъ и " . П у с т ь Ф(х0) будетъ 
союзное комплексное число ' съ у ( а г 0 ) , которое мы только что разсиатрпвалн . И з ъ равенства 

9(х0)Ф(х„)=;Щха) 

ио т е о р е м е /г" 4 8 мы заключаешь , что Ф{хи) с о д о р ж н т ъ п д е а л ь н ы й множитель /) нрниадлежащш 
функщи V 

т{Ъ -t- ). у - I - . . . . - I - IvJ — X 

р а з ъ , множитель р нринадлсжавцН функщи I 7 , 

A | V | - I - . . . . -I- \vt) — X, 
разъ и т . д. 

П у с т ь к будетъ самое меньшее изъ ц е л ы х ъ чисель удовлетворшощчхъ неравенствам'!. 

тк > X, m , f c ^ > X, . . . . mj;.y_ X s . 

В ъ такомъ с л у ч а е <i>(;/:0) делится (а 0 4 9 ) на у » - " * ! » . - * - - - - » - * » » » - * , 

51. 
О разложепги комплексных* чиселъ на простые идеальные множители 

Н а основами сказанпаго въ нродыдущемъ п° всегда можно у з н а т ь к а ш е идеальные множи-
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тели обыкновенных* простыхъ ч и с е л ъ с о д е р ж п т ъ какое нибудь данное комплексное число f{x0). 
К р о м е того с ъ этою целью можно п о с т у п а т ь е щ е следующим* образомъ: 

Производпмъ надъ двумя ф у п к щ я м п <р(ж) п F[x) последовательный д е л е ш я , при помощи ко­
торыхъ о п р е д е л я е т с я ихъ общш наиболыши д е л и т е л ь . Т а к ъ к а к ъ у р а в н е ш е 

F{x) = О 

есть неприводимое, то мы непременно придем* къ остатку равному постоянному количеству и 
притом* рациональной дроби, потому что к о е ф ф и щ е н т ы фуикщй о(х) и F(x) суть ц е л ы я числа . 
Известно к а к и м * образомъ получаются при этомъ две т а ш я ф у н к щ и А и В, что разность 

AF(x) — Щ{х) 

будетъ равна обыкновенному целому ч и с л у . Обозначая это число ч е р е з ъ М, и м е е м * 

AF(x) — В<?(х) = М. 

Если <р(аз ) делится на никоторый идеальный множитель о б ы к н о в е н н а я простаго чпсла р, 
то ( n ° 4 5 ) ф у н к ц ш <р(ж) п F(x) будутъ и м е т ь общаго делителя но этому модулю. Э т о т ъ д е л и ­
тель долженъ входить и въ М; а т а к ъ к а к * М есть обыкновенное ц е л о е ч и с л о , то М должно д е ­
литься на р . На осповаши этого для определен!я идеальных* множителей к о м п л е к с н а я числа 
ср (ж 0 ) м ы сначала р а з л а г а е м * F(x) на п р о с т ы е мпожптелп по каждому п з * простыхъ чиселъ р 
д е л я щ и х * Л / . П о т о м ъ , имея эти разложения, можно при помощи нзвестнаго н а м * критер1ума 
( п ° 4 6 ) : узнать itaitie идеальные множители и сколько разъ входитъ пъ 

Обозначим'!» черезъ dt, <1, . . . . dt — р а з л и ч н ы е простые идеальные множители комплекс-
наго чпсла (?(х ) и X , 1.2 . . . . X, степени кратности и х ъ . В ъ т а к о м * с л у ч а е м ы можемъ на­
писать равенство 
( 1 ) 9(х0) = ,1\'%' . . ..й?Ь(х0), 

где < р | ( ж „ ) о значаетъ какую нибудь комплексную единицу. Понятно само собой, что это равен­
ство символическое , потому что 

DI DI 

но суть в е л и ч и н ы . Равенство ( 1 ) в ы р а ж а е т * в н у т р е п ш й состав* к о м п л е к с н а я чпсла и представ­
ляет'!, в * теорш комплексных* чиселъ обобщеше обыпнопеннаго разложения иа простые множители 
для чиселъ вида а -+- Ы. 

т. 

И з * разложошп комплексных* чиселъ па простые идеальные множители объяснеппаго въ 
предыдущемъ п ° , легко вывести крнтер1ум* по которому узнается делимость одного к о м п л е к с н а я 
числа ср(я5 0 ) на другое ф (аз„) . П о л о ж и м * , что эти чпсла по разложежи на простые идеальные 
множители и м е ю т * вид* 

?(*.о) = < * М ' . . . . й , Ч к ) 
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М ы д о к а ж е м ъ , что дли делимости а(хп) на ф ( ж 0 ) необходимо и достаточно, чтобы net. мно­
жители 

в,1 в 2 . • • • • ек 

заключались бы между 
dt, d,2, . . . . d, 

и прптомъ входили бы въ ff{xu) съ показателями соответственно не меньшими 

f V f V • • • • F t -

Действительно , если с р ( ж 0 ) д е л и т с я па ^ ( ж 0 ) , т о ' б у д е м ъ и м е т ь 

т(*о) = Ф К ) 

где га(ж0) — целое комплексное число. 
Очевидно, что въ этомъ с л у ч а е у(хп) содержитъ все простые идеальные множители 

числа Ф(ж0) 

съ показателями не меньшими 

p . , , f*a, . . . . (* t. 

Обратно , если въ ®(хй) входятъ все множители 
е ( , е 2 , . . . . ек 

съ показателями не меньшими 
Н ft' 

то <р(ж 0) делится на < [ (#„ ) . Въ самомъ д е л е , з а м е ч а я что 

где х¥(хй) есть союзное комплексное число с ъ ty(x0), и что каждый идеальный множитель, дплн-
miii Щ(х0), входить въ п р о и з в е д е т е ср(ж 0 ) х1'{х{)) съ болыпимъ показателем! , ч е м ъ в ъ Щ(х0), 

мы заключаемъ ( п ° 4 9 ) , что отношеше - ^ у - есть целое комплексное число. 

С л и д с т в г Е I . Если отношеше двухъ ц е л ы х ъ к о м п л е к с н ы х ! ч и с е л ъ н е есть число п е -
<fm(x ) 

лов, то никакая ц е л а я положительная степень т этого отношешя . „ . " не можетъ быть ц в л ь ш ъ 
к о м п л е к с н ы й ! ч и с л о м ! . Действительно , в ! э т о м ! с л у ч а е ф ( ж 0 ) с о д е р ж и т ! но крайней мере о д и н ! 
простой идеальный множитель с ! п о к а з а т е л е м ! б о л ь ш и м ! ч е м ъ у(х0); тоже самое будетъ иметь 

место и относительно чиселъ е р * и ( я с 0 ) и 4>т(х0), а потому OTHouieu ie ^ „ - ^ не м о ж е т ъ быть ц е ­

лымъ к о м п л е к с н ы м ! числомъ. 
Слт.дств1К I I . Т е п е р ь легко убедиться въ справедливости п р е д л о ж о ш я , о которомъ мы г о ­

ворили въ п" 4 о . Положимъ , что обыкновенное простое ч п с л о р представляется нодъ видомъ 



гд* « р И , <р ,И <?.(*) 

д е л я т с я соответственно по модулю р на ф у н к щ и 

V, F , . . . . К , 
Поэтому комплексиыя числа 

?(*„)• • • • • ? . ю 
с о д е р ж а т * п р о с т ы е множители _р принадлежащее соответственно ф у н к щ я м * 

Г V V 

И з * уравнешя ( 1 ) видно, что оне с о д е р ж а т * эти множители только пъ первой степени н пе 
с о д е р ж а т * других* множителей . И т а к * если б у д е т * существовать другое подобное р а з л о ж е ш е 

то отношешя 
»У(Др) f i f o n ) , . . . . 

на оспопашн сказаннаго въ этомъ п" непременно должны быть равны комплексным* единицам* . 

5 3 . 

И з ъ р а з л о ж е ш я чиселъ па простые идеальные множители выводятся теоремы совершенно 
аналогичный с ъ т е м и , которыя и м е ю т * место для обыкновенных* ц е л ы х * ч и с е л * . Мы только 
у к а ж е м * на нихъ , т а к * к а к * доказательства не представляют* н и к а к и х * з а т р у д п е ш й . 

Два комплексиыя числа называются относительно простыми, если o n e пе с о д е р н о т ъ общих* 
идеальныхъ множителей . 

Теорема . Если какое нибудь комплексное число ф ( ж 0 ) простое относительно 
числа ср(ж 0 ) дплитъ произведете комплексныхъ чиселъ у(х0) ух{х

й) > т° оно дллитъ 
число <ft{x0). 

Теорема . Если комплексное число ф ( ж ( ) ) будетъ простымъ относительно каж­
даго изъ комплексныхъ чиселъ rf(x0), <?{{х0), о 2 ( а ; п ) . . . . , то оно будетъ простымъ 
и относительно произведенш ихъ. 

Мы с ч и т а е м * необходимым* т е п е р ь определить к а к * с л е д у е т * понимать п р о и з в е д е т е двух* 
или н е с к о л ь к и х * иростыхъ идеальныхъ ч и с е л ъ . Мы видели , что к а ж д о е простое идеальное число 
з а м е н я е т * некоторое сравнеше; совокупность сравнешй соответствующих* д в у м * простымъ идеаль­
н ы м * ч и с л а м * заменяется новым* идеальным* числом*, которое называется прои.меденгемъ 
двух* п р е ж н и х * . П р о и з в е д е т е в с е х * общих* идеальных* множителей двух* к а к и х * нибудь ц е л ы х * 
комплексных* чиселъ н а з ы в а е м * и х * обитмъ напболминмъ дгьлптелемъ. 

1 2 
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5 4 . 

Частные случаи комплексныхъ чиселъ. 

Въ предылущчхъ п и ° мы разсматривали комилексныя числа, зависания отъ корпя неирнво-
дниаго уравнешя 

F(x) = 0 

с ъ целыми к о е ф ф и ш е н т а м н . В ъ Teop in з тихъ чиселъ заключаются к а к ъ частные случаи — тео-
pia ГАУССА для чиселъ вида а -+- Ы и ' reopin КУММЕРЛ для комплексныхъ чиселъ з а в и с я щ и х ! 
отъ корней некоторой степени изъ единицы Мы остановимся несколько на зтихъ ч а с т н ы х ! 
с л у ч а я х ! . 

П о л о ж и м ! сначала 

F{x) = х°- -+- 1 . 

П у с т ь р б у д е т ! к а к о е ннбудь обыкновенное простое число. 
Ф у и к щ я х* - ь I м о ж е т ! быть или простою по модулю р или представлять п р о и з в е д е т е 

д в у х ! п р о с т ы х ! фуикцШ нерпой степени . В ! п о с л е д н е м ! с л у ч а е , т а к ! к а к ! cpanneii ie 
ж 8 -+ - 1 н = 0 (мод. р) 

будетъ иметь два корпя , р должно равняться 2 пли быть вида An н - 1 . Поэтому простыя числа 
вида An -t- 3 будутъ т а к ж е простыми и вт. рнду чиселъ а -+- Ы. 

З а м е ч а я , кроме того, что 
2 = ( I ч - г) (1 — г) 

и что каждое простое число вида An - ь 1 разлагается па сумму двухъ квадратом , о'2 - ь /г ИЛИ, 
что т о ж е самое , есть п р о и з в е д е т е двухъ множителей 

(а -+- Ы) (а— Ы), 

мы видпмъ, что зтп числа будутъ сложными въ ряду комплексным, чнеелъ вида и - \- hi. Вт. раз -
сматрипаемомъ случае не будетъ идсальныхъ мно;китолей; псе простые множители будутъ с у щ е ­
ствующими. 

55. 

Теперь мы раземотрпмъ комплексный числа зависания отъ корней у р а в н е ш я 

где п простое и нечетное . Мы увндимъ, что теоремы относительно атнхъ чиселъ доказанпыя 
КУММКРОМЪ выводятся очень просто изъ общей Teopin к о м п л е к с н ы м , чнеелъ изложенной п ы и п . 
Пусть л будетъ одипъ изт. корней у р а в н е ш я ( I ) . Тогда все корни итого уравпешн б у д у п . 

( 2 ) я , а* я " - . 

Пусть кроме т о г о р будотъ простое нечетное число. П о л о ж и м ! с н а ч а л а , что р—п. Ф у и к щ я 
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1 — ** 1 — «» 
1 — а 1 — а. I — к 

к а к ъ легко в и д е т ь , равно комплексной единиц!; . 
Ноложимъ т е п е р ь , что р не равно и и принадлежит* к ъ показателю к по модулю и; т а к ъ 

что 
рк ~ 1 (мод. п). 

Обозначая — j— черезъ к и ч е р е з ъ <j какой нибудь первообразный корень числа п, мы мо­
ж е м ъ в с * корпи (2) распределить въ следующее перюды -

г. ,,к „г ft „(Л- l)fc 

(3 = а " - + - а ' - + - а " -f- . . . . -+- a.J 

f = a J и - a" H - . . . . - b a H 

Ha ucuouaiiiii и з в е с т и ы х * соотношошй между пор'юдамн можно в с я к у ю целую рац'юнальную 
фуикцпо н е р т д о в * съ целыми коэффищептами представить подъ видом* 

г д * а 0 , а, . . . . аА_ ( суть числа ц е л ы я . 
Эту фуикцпо можно разематривать к а к * зависящую от* одного - и е р ю д а (3 и потому ее обо-

значаютъ черезъ Рф). 
Б ы л о доказано , что функцш ' 1

 1 по модулю р и м е е т ъ вид* 

где Р, Р , . . . . P t _ ( |)азлнчнын нростыя функщи но модулю р стеиенп к н ф ( ж ) иолииомъ с * 
целыми коеффищентамп (м° 1 5 ) . 

Т а к ж е мы видели , ч т о , если въ в ы р а ж е ш н х ъ иерюдовъ 

13,.^, . • . . f v , 
я з аменить ч е р е з ъ ж , то полученные иер1оды 

будутъ сравнимы по модулю р и каждый и з * ф у и к щ й Р, / • > , . . . . съ постоянными числами . 
12* 

r » i 

—^--_2гр сравнима по модулю n ( n ° 11>) с ъ (ж — • 1 ) " ' ; число u действительно ранно и — 1-й 
степени комилекснаги числа . Мы нмьемъ 

Н = ( | _ « ) (1 _ * * ) . . . . ( I _ * » - , = (1 - а ) " " ' • i — J • 1 = £ - • • • - i ^ . 

где п р о и з в е д е т е 
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П о л о ж и м ! , что но модулю р н функщи V эти иврюды cjiatiiuiitibJ соответственно съ числами 

«, u v • • • • 

Тогда ири з а м е щ е ш и функщи Р какою иибудь изъ о с т а л ь н ы х ! 

Р Р Р 

числа м , м , . . . . нь_1 

перестановнтси циклически; т а к ъ что перюды будутъ сравнимы соответствен по с ъ 

и,.+„ • • • • ttr+t., , 

где предполагается "д-ы* — 

Мы будемъ обозначать соответственно черезъ F(u) и 1?(чг) значеи'ш функщи 

F(m) — а „ ч ч - а , » , -+- . . . . ч - а ь _ , ч 4 _ , 

* ' К ) = W " * - аЛ+,-*~ • • • • - + - " ч - Л - и - , . 

когда - у), у?., . . . . , 

з аменятся соответственно целыми числами 

и , . . . . 

И з ъ уравнешя (3 ) видно, что число р состоптъ изъ /с идеальных! множителей принадлежа­
щ и х ! соответственно ф у н к щ я м ! 

Р Р Р 

П о л о ж и м ! тенерь к а к и м ! о б р а з о м ! узнать с о д е р ж и т ! ли какое нибудь комплексное число 
с р ( « ) идеальный множитель црпнадлежащГи ф у п к щ н Р . 

И з в е с т н о , что а удовлетворяет ! уравнешю степени h 

а" •+- А.,«"- ч - А/"* ч- . . . . — О, 

где Л , , Л а . . . . суть -целый рацшнальныя ф у н к щ и п е р ш д о в ! 

М , • • • • 
Поэтому всякое комплексное число <р(а) можетъ быть приведено къ виду 

? ( « ) = ? 1 ( ( 3 ) ч - т , ( р ) « ч - Ьф) « « . ч - . . . . ч - <р А _ 4 ( |3) « , 

• • • • Ъ-ЛР) 

с у п . ц е л ы я р а ц ю н а л ы ш я фупкщн иершдовъ 

Р, iV • • • • ft-,-
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Дли т о г о , чтобы число ср(а) содержало идеальный м н о ж и т е л ь / ) принадлежащий функщи Р, 
необходимо и достаточно, чтобы ф у и к щ я 

?И — Т,(ч) •*• <Р2Ы
 х + ТиЫ х* •+- «РА-, ( " " ) ' . 

полученная изъ <j>(«) переменною а на ж д е л и л а с ь на Р по модулю р . 
При э т о м ъ , пользуясь свойствами иершдовъ , мы можемт. з а м е н и т ь и е р ш д ы 

VJ, • / ! , . . . . Y ] F C _ , 

соответствующими целыми числами 

и , с л е д о в а т е л ь н о , фупкщю <5>(х) т а к о ю : 

? • ( " ) - » - ? а ( « ) * - * - т 3 ( « ) - Ь ? А _ , ( « ) 

Эта последняя м о ж е т ъ делиться по модулю р па фупкщю /•* степени k только въ т а к о м ъ 
с л у ч а е , когда 

Т | ( « ) . = °> <Р»М = 0 ? А _ . ( « ) = 0 ( М ° Д ? ) • 

Эти сравнешя и с о с т а в л я ю т ! критер1умъ данный КУММЕГОМ! ДЛЯ т о г о , чтобы содер­
жало множитель р принадлежащие ф у н к щ и Р. 

Т а к ж е легко выразить услогия, что комплексное число ср(«) с о д е р ж и т ! идеальный множи­
тель р принадлежащей ф у н к щ и Р I р а з ! . 

На основанш сказаннаго в ! п ° 4 6 мы з а к л ю ч а е м ! , что в ! этомт. случам; должно иметь 
место cpaBuenie 

( 3 ) f ( о . ) Р(Р,Р, . . . . л _ , Г ' = о (ш. Р"+\ - т ^ т - > 
a cpaBiieuie 
( 4 ) ? ( * ) Р(Р{Р2 . . . . P t . _ , ) ^ = 0 ( м о д . 

но дол?кно удовлетворяться . • 
З а м е ч а я , что 

~ Г = Р Р , . . . . Р^+р^х), 

где функцио фо? можпо считать педелящеюся по модулю /; ни на одну и з ! ф у н к щ и Р, Рг...Рк_, 
(п° 4 3 ) , м ы м о ж е м ь представить сравненш ( 3 ) и (4) еще подь т а к и м ъ в и д о м ! : 

- ФИ ?И • • • • Р*-<Г = 0 О д - ^- т = т ) 
- ? ( * ) ( 2 > , Р , . . . . Рк_,)^= О ( м о д . 

Принимая во Bi iHMaoie, что ф (ж) н е д е л и т с я но модулю р т на одну и з ! ф у и к щ й Р, Р\... 
/',._,, мы м о ж е м ! в м е с т о э т и х ! cpaBueuiii взять следующий: 

I . *(х) Wx === О (мод . р\ ~-Ег) 
П . ?И * Г - " = 0 ( м о д . р ; - \ - ~ т ) ' 



И т а к ъ для того , чтобы комплексное ч и с л о ' о ( я ) содержало множитель р ирннадлежащШ фуик-
niii р—X р а з ъ , необходимо и достаточно чтобы сравнеше (I) имело м е с т о , а сравнеше (II) н ь т ь . 

Этотъ критер^умъ легко преобразовать въ другой, который былъ данъ КУММКГОМЪ. СЪ 
этою целью найдемъ такую ф у н к ц ш иерюдовъ fi, (3, . . . . fik_t, которая содержала бы только 
одинъ идеальный множитель р нрпнадлежащШ папрнмеръ фуикщй Р н притомъ только одинъ р а з ъ . 

13ъ п" 1 9 было выведено сравнеше но модулю р и функщи Р , которому удовлетворяютъ 
функщи 

,.к ,(h— ))«•. 
X, XJ , XJ , . . . . ОТ > 

это сравнеше и м е е т ъ такой в н д ъ : 

х1' -+- / , « * " ' - + - . . . . - ь - /,, = 0 (мод. р , Р), 

где 1Г / 2 . . , . суть числа ц е л ы я . 
Т а к ъ к а к ъ Р есть нростал функцгя но модулю р -степени h, то 

р = = н_ i^x

h-> н- . . . . ч- 1к (мод. р). 

И з ъ с к а з а и н а г о ' с л е д у е т ъ , что если въ в ы р а ж е н ш Р з аменить х последовательно на 

X , X , . . . . xJ , 

то получениыя функщи будутъ т а к ж е делиться на Р по модулю р 

•Понятно, что т о ж е самое и м е е т ъ место и относительно другихъ ф у и к щ й 

Р Р Р 

Пусть теперь А и В будутъ две функщи удовлетворявший сравнение 

('о) АР — BW = 1 (мод. р), 

где опить W = Р , Р 2 . . . . Рк_г 

Т а к ъ к а к ъ Р и IK не имеють общихъ множителей но модулю р, то всегда найдутся функ­
щи А и В удовлетворяюиия сравпсшю ( 5 ) . Это сравпеше м о ж е т ъ б ы т ь еще написано въ виде 

AP — BW= 1 н - р Д ж ) , 

где /'(аз) — нолиномъ съ целыми к о е ф ф и щ е п т а м и . 
З а м е н я я въ обеихъ частях-ъ этого равенства х последовательно на 

а / , х''\ . . . . ж»"'""'1* 
н ооозначая черезъ 

А', А", . . . . А 1 ' 1 " ' 1 

Й ' , ' В " , . . . 
Р ' , Р " Р 1 " - ' 1 

Р К ' . Ж " 1И"-'\ 
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з н а ч е ш я ф у н к щ и А, В, Р , W соответствующ'ш этимъ з а м е щ е ш я м ъ , получимъ следуюиця равен­
ства : 

A'P' — B'W' = i н - р Д ж 9 ' ) 

А"Р"— B"W"—\-^рЦх0'") 

Полагал 
F{n) =ЛР ч - А ' Р ' ч-А"Р" -+- ч - Л ( * - ' > Р < А - ° 

FA(v) —BW~^- В'IV + В " Г . . . . ч - В 1 ' 1 - ) J K ' * - ° . 

где ирапып части этихъ равенств* с у т ь , очевидно, ф у н к ц ш лершдопъ 

получимъ пзъ предыдущихъ уравнеипЧ 

( 6 ) F{-n) — F ,(•/)) = Л (мод. р ) . 
По замеченному выше 

Р', Р" 

делятся на Р по модулю р ; точно т а к ж е 

W, W " 

делятся па W по модулю р ; поэтому ф у н к ц ш 

Р ( - л ) п Р » 

делятся соответственно нк Р и W по м о д у л ю И з ъ сравнешя (Г») видно, что /"(-л) по делится 
по м о д у л ю р ни па одну изъ функцш Р 4 , Р 2 , . . . . Pk_t. Поэтому комплексное число Р((3) 
содержитъ только идеальные множитель р принадлежащШ функщи Р . Если этотъ множитель со­
держится пъ Р ( ( 3 ) более одного р а з а , то мы возьмемъ комплексное число Рф) ч - р . Очевидно, 
что это число не содержитъ других -!, идеальныхъ множителей j> кроме того , который принадлежит!, 
ф у н к щ и Р ; д а л е е , т а к ъ какъ р содержитъ этотъ множитель пъ первой степени, a Рф) въ в ы с ­
шей , то сумма F([i) -л- р будетъ содержать т о т ъ же множитель пъ первой с т е п е н и . Это можно 
поверить при помощи крите |нума ( 1 , И ) . 

И т а к ъ всегда можно найти такое комплексное число Фф) которое будетъ содержать только 
одинъ идеальный множитель р или , другими словами, найти такую ф у н к щ ю першдовъ Ф(-п), кото­
рая будетъ но модулю р представляться подъ впдомъ 

Ф(г,) = = Рта (ж) (мод. р), 

|-де гт(ж) не делится по модулю р ни иа одну изъ функшИ Р , Р , . . . . Pk_t. 
Ралсмотримъ т е п е р ь .функщю 

= Ф ( ^ И > К ) Ф(щ_,). 

И з ъ сказапнаго с л е д у е т * , что х¥(п) по модулю р будетъ и м е т ь видъ 

Ч'(г ,) = = Wil(x) (мод. р), 
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где й(х) не делится по модулю р ни на одну изъ функщи 

Р Р Р 

На основанш доказаниаго въ п° 4 7 мы можемъ въ критер1ум1. ( I , I I) I F заменить на 
Wu(x) и тогда сравнении ( I ) и (II) п р и м у т ъ видъ 

Ч(х) [Vfr)? = = 0 ( м о д . р\ £^±) 

<f{x) f ¥ ( 4 ) f - ' = 0 ( м о д . р * " - ' , - — - > 

И т а к ъ , чтобы комплексное число <р(«) содержало множитель р принадлежащей функщи Р 
необходимо и достаточно, чтобы комплексное число 

делилось на р * , а комплексное число 
= •?(«) 111'"(6)Г 

не делилось н а ^ ' ' + ' . В ъ этомъ виде критер1умъ былъ данъ КУММЕРОМЪ. 

В ъ заЕшочеше этого п° з а м е т и м ъ , что прилагая къ разбираемому нами случаю, в ъ которомъ 
все ф у н к щ и 

р, Р, • • • • Л -
одной и той ж е степени к, т о , что было доказано в ъ п° 5 0 относительно нормы комплексныхъ 
ч и с е л ъ , нолучимъ следующую теорему : Если норма комплексного числа ср(а) делится на 
простое число р , принадлежащее къ показателю h по модулю п, то она делится-
на р \ 

5 6 . 

Распределенге идеальныхъ комплексныхъ чиселъ на классы 3 0 . 

' В ы ш е м ы видели какимъ образомъ узнать делится ли данное комплексное число иа неко­
торый простой идеальный множитель обыкиовеннаго простаго числа и если делится то на какую 
степень его . Т е п е р ь м ы ближе разсмотримъ эти услов1я. Пусть опять 

F(x) = О 

будетъ основное у р а в н е ш е и р некоторое простое число. П о л о ж и м ъ , к а к ъ въ п ° 4 5 , что 

F(x) = VmV;> . . . . V™* -+- р F , (х), 

где V, Vt . . . .V, различный простыя функщи по м о д у л ю р с т е п е н е й у , v{ . . . . vt и Ff(x) 
функц|'я не д е л я щ а я с я но модулю р ни иа одну изъ ф у н к щ и V, Vi . . . F s . К р о м е того пред­
полагается , что коеффищенты при высшихъ степеняхъ ж въ ф у и к щ я х ъ V, V\ . . . . Vs равны 
единице . 

Если данное комплексное число f(x0) содержитъ множителя р принадлежащаго функщи V, 
то функщи f{x) должна иметь по модулю р такой видъ: 

Г(х) = о(х) V -t~p'i>(x), 

где Ф(Х) н ф ( ж ) суть полиномы съ целыми коеффйщентами.-



И т а к ъ , еслп f(x) содержитъ идеальный множитель р принадлежащей функщи V, то век 
к о е ф ф и щ е н т ы остатка степени v — 1 , который получится о т ъ р а з д е л е ш я Д а ; ) на Г должны д е ­
литься на р . Изображая этотъ остатокъ ч е р е з ъ 

А0х'~1 - н А^~" -+- . . . . -t-
м ы найдемъ сравнешя 
( 1 ) , • A0==OtAt = 0 , • . . • А.,_ = ( м о д . р). 

Очевидно , что А0, А0 . . . . Av_{ с у т ь лииейныя однородныя ф у н к щ и коеффищептовъ 
даннаго комплекснаго числа f(oc0). Обратно , если сравиеьип ( 1 ) удовлетворяются , то f(x) делится 
иа V по модулю р и , следовательно , f(x0) содержитъ идеальный множитель р , принадлежащШ 
ф у н к щ и V. И т а к ъ услов1я необходимый и достаточныя для т о г о , чтобы комплексное число Д ж 0 ) 
делилось на идеальный множитель р принадлежащей фуикщй V в ы р а ж а ю т с я v сравнешяии по м о ­
дулю р , содержащими лииейнымъ образомъ к о е ф ф и щ е н т ы ф у н к щ и Д ж ) . П о л о ж и м * " т е п е р ь , что 
/ ' ( ж 0 ) д е л и т с я на к в а д р а т * идеальнаго множителя р принадлежащего ф у и к щ й V. В ъ этомъ с л у ч а е 
Д ж 0 ) д е л и т с я т а к ж е и на первую степень этого множителя , а потому можно положить 

( 2 ) Д ж ) = Т ( ж ) V + рЦх). 

Поэтому к о е ф ф и щ е н т ы Д ж ) должны удовлетворять v лииейнымъ с р а в н е ш я м ъ (т"), У с л о ш е , 
что f{xQ) делится на квадратъ идеальнаго множителя р принадлежащего ф у н к щ и V в ы р а ж а е т с я , 
к а к ъ м ы видели ( п ° 4 6 ) , сравиешемъ 

Д ж ) Vm~aW = О (мод. р, F(x)), 

г д е W= T 7 ' F ' " a . . . . v:>. 

Это въ с л у ч а е т ^> 2 . Внося в ъ это с р ав не ш е вместо Д ж ) ея в ы р а ж е ш е по формуле ( 2 ) , 
получимъ 

f{x) Vm—Ws==Q (мод. р, F(x)) 

и , следовательно , <р(ж 0) содержитъ множитель р принадлежащей ф у и к щ й V. Обратно , если ср (ж 0 ) 
делится па этого множителя , то Д ж 0 ) д е л и т с я иа к в а д р а т ъ его . Услов1е , . что у ( ж 0 ) делится на 
множитель р принадлежащей функщи V даетъ н а м * v cpanneuiii по модулю р липейныхъ относи­
тельно коеффищептовъ <р(ж), а с л е д о в а т е л ь н о , и относительно коеффищентовъ / ' ( ж ) . И т а к * всего 
м ы будемъ и м е т ь в ъ этомъ с л у ч а е 2v сравнешй линейных* относительно к о е ф ф и щ е п т о в ъ Д ж ) , 

П о л о ж и м * теперь т = Л. Ч т о б ы Д ж 0 ) делилось на к в а д р а т ъ идеальнаго множителя р , 
принадлежащего функщи V, необходимо и достаточно y c j o B i e 

( 3 ) Д ж ) I F 2 = s O ( м о д . / , F(x)). 

Внося сюда ВМЕСТО Д ж ) ея в ы р а ж е ш о ( 2 ) , получимъ 

[<p(as) VW ч- pty(ao)W] W==Q (мод. р \ F(x)). 
З а м е ч а я , что ; 

F(x) = VW-*-pFt(x), 
1 3 
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имеемъ 'р[<?(я>) Ft(x) — ty[x) W\ W = = 0 (мод. p 1 , F(x)) 
и , следовательно^; 
( 4 ) [<f{x) F,(x) — Цх) W] W~0 (мод. p, F{x)). 

Обратно изъ сравнешя ( 4 ) получается ( 3 ) . Сравнеше ( 4 ) п о к а з ы в а е т ъ , что ф у н к щ я 

<р(ж) Ft (ж) — Цх) W 

делится на V по м о д у л ю ] ) . Отсюда получается v сравнешй по модулю р линейныхъ относительно 
коеффищентовъ ф ( ж ) и <р[х) и л и , что все равно, линейныхъ относительно коеффищентовъ Д ж ) . 
К р о м е того уравиеше ( 2 ) даетъ тоже v сравиенШ по модулю р . И т а к ъ и в ъ этомъ с л у ч а е мы бу­
демъ т а к ж е иметь 2п сравнешй по модулю р , линейныхъ относительно к о е ф ф и щ е н т о в ъ f(x). 

Д о к а ж е м ъ теперь вообще, что услов1я необходимыя и достаточный для т о г о , чтобы комплекс­
ное число f(x0) делилось па степень X идеальнаго множителя р , принадлежащего функщи V, в ы ­
ражаются Xv сравнешями по модулю р линейными относительно коеффищентовъ f(x). 

Положимъ , что это предложеще доказано для ВСЕХЪ значешй X отъ 1 до <т — 4 и д о к а ж е м ъ , 
что оно б у д е т ъ иметь место и для Х=<т Т а к ъ к а к ъ предложеше оказывается в е р н ы и ъ для Х = 1 , 
то оно б у д е т ъ верно вообще. 

Во п е р в ы х ъ з а м е т и м ъ , что если число f(x0) делится на м п о ж и т е л я / ) принадлежащего функ­
щи V, то 

f(x) = <р(ж) р ф ( ж ) . 

Это равенство д а е т ъ намъ v сравнешй по модулю р линейныхъ относительно коеффишептовъ 
/ ' (аз). Д а л е е м ы з н а е м ъ , что если / ' ( ж 0 ) делится на степень о-множителя р принадлежащего функ­
щ и V и а — km - ь г ( г < т), то должно иметь место сравнеше 

(В) f{x) Vm~rWk+t = 0 (мод. рк+>, Fix)). 

Отсюда, з аменяя fix) ея в ы р а ж е ш е м ъ , находимъ 

у(х) у™-'4-' Wk+l - I - рЦх) rm~rWk+l = 0 (мод. р * - ' . Fix)). 

Умножая обе части этого сравнешя па Et(x) и внося вместо рЕ{х величину 

Fix) — V" I F , 
получпмъ 
(6) \ч(х)-F{(x) — ф ( ж ) Vm-'fV\ y^-»-,Wk+, s Q | м а д _ p * + < t ад)." 

Обратно если и м е е т ъ место сравнеше ( 6 ) , то и м е е т ъ место и ( В ) . Й з ъ (6) видно, что 
комплексное число 

9{х0) F, (Жо) - Цх0) F m ~ ' K ) W(xQ), 

содержащее к о е ф ф и щ е н т ы f{x) лииеииымъ образомъ, делится на а — 1-го степень множителя р 
припадлежащаго функщи F , Это намъ даетъ по предположенпо («г — 1 ) v сравнешй по модулю р 
линейныхъ относительно коеффищентовъ fix), Эти сравнешя вместе , с ъ прежними у сравнешями 
составляюсь всего av сравиенШ, что мы и хотели доказать . 
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5 7 . 

Т а к ъ к а к ъ идеальный комплексный чпсла пграютъ такую ж е роль въ т е о р ш комплексныхъ 
чиселъ к а к ъ и существующая, то мы будемъ означать и х * т а к ж е к а к ъ и сущестпуюнця 

Лжо)> <рКЬ Ф К ) . 
П у с т ь f(x0) будетъ какое нибудь идеальное комплексное число равное произведший) неко­

т о р ы х * п р о с т ы х ъ пдеальпыхъ множителей обыкновенных* простых* ч и с е л * q. q'.... П о л о ж и м * , 
что относительно этихъ чиселъ q, q' . . . . основная ф у н к ш я Е[х) и м е е т ъ такой вид*: 

Е(х) = VmV? . . . . V"*-t- qE,{x) 

F(x) = U'U^ . . . . Up ~+- q'Ft(x) 
п Т. Д. 

где V, VK . . . . V, простыя фушсцш DO модулю q степеней v, v . . . . vt; U, Ut . . . . D, 
простыя ф у н к ц ш по модулю q' степеней v ' , v ' ( v, ' u т . д . П р и м е м * , что f(xQ) состоит* изъ 

X множителей q ирнпадлежащих* V 

\ • . . • я у, 

i я v, 
У . . . . «у' U 

Г, . . . . q' 

V • • • • я' -и, 
и т . д 

Положим* 
М = Xv -+- X ( V f -4- . . . . - 4 - Х ^ , 
М' = x'v'-ь х / г н . . . . -н VV 

II т . д . 

Мы будемъ называть идеальное число ft(xA союзным* съ f(x0), если оно состоитъ и зъ 
тпМ — X множителей q принадлежащих* V 

тп{М - X , . . . . ч у* 

т,М - к . ., • • я у. 

(ХМ' — X' . . . . я' и 
- X ' , . . . 7 ' и* 

- V . . . . 7 ' и, 
п т . д . 

19* 



И з ъ доказаниаго въ н ° SO с л е д у е т ! , что для чиселъ с у щ е с т в у ю щ и х ! это определеше союз-
ныхъ чиселъ не находится въ п р о т и в о р е ч а с ъ т е м ! , которое было дано в ы ш е . П р о и з в е д е т е ком­
плексныхъ чиселъ f(х0) и ft{xa) можно принять равнымъ r f c qMq'w. . . . Это произведен1е мы 
будемъ называть нормою идеальною числа /'(#0). 

Т а к ъ что норма всякаго идсальиаго числа будетъ число вещественное . 
Я с н о , что можно найти безчисленное множество существующихъ комплексныхъ чиселъ 

Ф(х0) делящихся иа / ( ж 0 ) . Другими словами можно найти безчисленное множество и д е а л ь н ы х ! 
чиселъ т а к и х ъ , что Д ж 0 ) умноженное на какое нибудь и з ъ нпхъ д а е т ъ въ нронзведеши суще­
ствующее комплексное число . Если мы выберемъ изъ этихъ идеальныхъ множителей т о т ъ , норма 
котораго будетъ но возможности меньше , то прпдсмъ к ъ весьма замечательному р е з у л ь т а т у , что 
достаточно конечиаго числа идеальиыхъ м н о ж и т е л е й , чтобы обратить в ъ существующая всевозмож­
ный идеальный числа . Чтобы доказать э т о , п о л о ж и м ъ , что Д ж 0 ) б у д е т ъ идеальное комнлексиоо 
число, множителей котораго мы назначили в ы ш е , Ф(х0) существующее комплексное число д е л я ­
щееся на f(x0). Для того чтобы F(x0) делилось на /\х0) необходимо и достаточно , к а к ъ известно , 
чтобы Ф(х0) делилось на т е идеальные п р о с т ы е множители , изъ которыхъ составлено / ' ( ж 0 ) и на 
каждый множитель въ степени не меньше той въ которой онъ входптъ в ъ f{x0). 

И т а к ъ Ф(х0) должно содержать X идеальныхъ множителей q прппадлежащихъ V, X, мно­
жителей прннадаежащнхъ ф у ш щ ш Vf и т . д . Э*о в ы р а ж а е т с я М — Xv ~t~ X,v, . . . . X vs срав­
нешями по модулю q. Если н а з о в е м ! черезъ Л 0 , А( . . . . An_t к о е ф ф и щ е н т ы Ф(х), предпо­
лагая , что она имветъ видъ 

А0 ~ь А^х -ь А^хг - » - . . . . - + - All_lx"~t 

то найдемъ, что каждое сравнеше будетъ вида 

° < А -+- « , А , - + - . . . . -+- aa_tAn_, = 0 (мод. q). 

Точно т а к ж е м ы нолучнмъ М' •= X V -ч- X ' ( v ' , -+- . . . . сравнешй по модулю q' такого 
же вида и т . д. Сообщииъ теперь к о е ф ф и ш е н т а м ъ А0, At . . . . Ап_, в с е ц е л ы я значешя отъ 
О до L —- 1 включительно, где L некоторое целое число. Мы получпмъ всего L" различныхъ 
спстемъ значешй этихъ коеффищеитопъ . Т а к ъ какъ существуетъ только q различныхъ ц е л ы х ъ 
чиселъ не сравнимыхъ между собою по модулю q, только q' различныхъ ц е л ы х ъ чиселъ ие срав­
н и м ы х ! между собою по модулю q' и т . д . , то вся система линейныхъ ф у н к щ и разсматриваемыхъ 
здесь можетъ. иметь только quq'Mf, , . . различныхъ совокупностей в ы ч е т о в ъ по соответствую­
щ и м ! м о д у л я м ! . Если мы теперь возьмемъ число L столь большим! , что число в с е х ! э т и х ! сово­
купностей в ы ч е т о в ! линейных! функщи б у д е т ! меньше числа с и с т е м ! з н а ч е ш й в с е х ъ к о е ф ф и щ ­
ентовъ т. е . если qMq'w. . . . < L", то всемъ различнымъ с о е д и и е т я м ъ з н а ч е ш й в с е х ъ к о е ф -
ф и щ е и т о в ! Ай, А{ .' . . . An_t не могутъ принадлежать все различный системы вычетовъ линей-
иыхъ ф у н к щ и . Некоторый изъ сиетемъ в ы ч е т о в ! непременно должны повториться . Пусть теперь 
одинаковы» системы в ы ч е т о в ! получаются при д в у х ! с и с т е м а х ! з н а ч е ш й к о е ф ф и щ с п т о в ! 



— 1 0 ! — 

Т о г д а , . в з я в ъ с и с т е м у значений 

Ао — Ьо — с о - А \ ~ ь \ ~ c i • • • • А п - , = — с . . - . > 

которыя все будутъ по численной величии-!; меньше L, найдемъ , ч т о ВСЕ ф у н к щ и будутъ сравнимы 
с ъ нулемъ . Т а к ъ что между ВСЕМИ комплексными числами, к о е ф ф и щ е н т ы которыхъ не превосхо­
дить но численной величин!; L— 1 , всегда найдется число Ф(ос0) д е л я щ е е с я на f(x0), если 

U > q*q'*' =Щя0). 

П у с т ь х0, х( . . . . хк_1 

будутъ вещественные корни уравнешя 

F(x) = О 

И (Ж,, ХК), [ХК+,. Ж Л Ч . ( ) , . . . . (xk_t, X„_T) 

пары мнимыхъ сопряженных* корней. 
Составим* квадратичную форму относительно коеффищентовъ числа Ф{х0) 

* V 0 ) + * V j + + ф к , ) . 
, ч - 2 Ф ( а г 4 ) Ф ( . г Л ) ч - 2 Ф [ х к _ , ) ч -

Э т а форма и м е е т * положительиыя зиачеп'ш при в с е х * в е щ е с т в е н н ы х * з п а ч е ш я х ъ 

А0, At . . . . Ая_,. 

Называя теперь черезъ G наибольший, по численной в е л и ч и н е , и з * коеффищентовъ 

ffo.o' S'I.I • • • • %9o,i i 2 ( / 0 2 . . . . 

и допуская , что в с е коеффищенты А0, At . . . . An_t пе превосходят* L—1, м ы найдем* , 
что 

Ф > 0 ) ч - ФЦхЛ ч - . . . ч - . Ф > А _ , ) - + - 2 Ф ( Ж » ) Ф Ы ч - . . . . < - ^ ^ - . в ( £ - 1 ) 4 . 

Т а к ъ к а к ъ , кроме того , среднее ариометическое п о л о ж и т е л ь н ы х * . к о л и ч е с т в ъ 

Ф * Ю , « P ' f o ) . . . . Ф*(хк_Л, фКх„) Ф(хк), Ф(хк) Ф(хк), Ф К . М ) . . . . 

всегда не меньше средияго геометрическаго , то будетъ иметь место неравенство 

к ' Ф > 0 ) Ф > , ) . . . . Ф\х„„) Ф\хк) Ф*(хк) . . . . < 9{L — 1 ) я 

т . е . ^Ф{хй) <{^-)^g^.[L~-if 
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Число L, удовлетворяющее неравенству LP > Nf{x0), можно выбрать т а к ъ , что (L— 1)" 
будетъ меньше Nf(xQ), и следовательно 

(«) ^ * K ) < ( J L r ± ) " f f f " f ^ K ) n 
Т а к ъ к а к ъ Ф[х0) делится на f{x0), то можно положить 

*K) = A*o)fK). 
где <р(а?0) идеальное комплексное число. И з ъ равенства 

МФ(х0) = Nf(x0) . iV ? K) . 
на основаши соотношешя ( а ) находимъ 

И т а к ъ идеальные множители обращающие в ъ существующая комплексный числа к а т я угодно 
идеальныя числа можно выбрать т а к ъ , что ихъ нормы будутъ меньше о п р е д е л е н н а я числа . З а м е ­
ч а я , что с у щ е с т в у е т ъ только конечное число идеальныхъ чиселъ , нормы которыхъ не превосхо-
дятъ даннаго конечнаго числа, мы получаемъ следующее предложеше: 

Теорема . Всегда можно найти конечное число идеальныхъ чиселъ такихъ,что 
произведете одною изъ нихъ и какого угодно идеального числа будетъ существующимъ 
комплекснымъ числомъ. 

И з ъ этого п р е д л о ж е т я получаются совершенно т а т я ж е с л е д с т в ш , к а ш вывелъ КГММЕРЪ 

разсматрпвая комплексный числа зависящая отъ корней изъ единицы. 

5 8 . 

М н о ж и т е л и , которые обращаютъ в ъ существуюндя в с е идеальныя ч и с л а , позволяютъ намъ 
распределить эти числа иа классы при помощи следующего о п р е д в л е т я : 

В с е комплексный идеальныя числа давмщя по умиожеши па одно и тоже идеальное число 
существующей комплексныя числа мы будемъ н а з ы в а т ь равносильными или эквивалентными 
идеальными числами. Оне будутъ составлять одинъ и то,тъ же классъ комплексныхъ идеальныхъ 
ч и с е л ъ . В ъ т у же. классификация м ы в к л ю ч а е м ъ и все существуинщя комплексный числа , кото­
рый сами по с е б е будутъ составлять одипъ к л а с с ъ , называемый главнымъ. 

П р е ж д е всего м ы з а м е т п м ъ , что п р о и з в е д е т е идеального числа на существующее не можетъ 
быть существующимъ комплекснымъ числомъ, т а к ъ к а к ъ в ъ противномъ с л у ч а е отношеше двухъ 
существующихъ чиселъ было бы идеальпымъ чпсломъ . 

Теорема , Всяти идеальный лщожитель р обраищющги въ существующее ком­
плексное число нпкоторое идеальное число, обращаетъ также и есть эквивалентны» 
атому идеальныя числа въ существующгп комплексныя числа. 

(*) Зд1;сь мы бероыъ числешшя величины пормъ. 
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Доказат. В ъ самомъ деле, п у с т ь f{x0) я д(х0) будутъ два эквивалентный идеальный 

ч и с л а . В ъ т а к о м ъ с л у ч а е долженъ с у щ е с т в о в а т ь множитель М(х0), который разомъ о б р а щ а е т * 
оба числа fx0 и gxQ в ъ существуннщя комплексиыя ч и с л а . П у с т ь к р о м е того Mt(xQ) б у д е т ъ 
другой м н о ж и т е л ь , который о б р а щ а е т ъ fx0 в ъ существующее комнлексное ч и с л о . Т а к ъ что п р о -
изведешя 

А*о) ^ К Ь ffW ^(*о). f(xo) М,(хо) 

б у д у т ъ с у щ е с т в у н щ я комплексный числа . П е р е м н о ж и в ъ два последняя и р а з д е л и в * па первое 
д о л ж н ы получить существующее комплексное число. Это ate частное равно g(xQ) Mt(x0); с л е д . 
дх0М^х0 е с т ь существующее комплексное число . Т а к * что к а ж д ы й м н о ж и т е л ь , обращающш в ъ 
с у щ е с т в у ю щ е е комплексное число какое нибудь идеальное число , о б р а щ а е т ъ т а к ж е и в с е эквива ­
лентный ему числа в ъ существуюиня ,Отсюда с л е д у е т ъ , что классификацгя идеальныхъ чиселъ 
пезависитъ отъ случайны о выбора множителей. 

5 9 . 

Два идеальны я числа эквивалентный порознь третьему эквивалентны между собою. 

Д е й с т в и т е л ь н о , тотъ идеальный м н о ж и т е л ь , который о б р а щ а е т ъ первое и т р е т ь е число в ъ 
существующая комплексный числа долженъ т а к ж е обратить и второе , потому что оио эквивалентно 
т р е т ь е м у . 

Эквивалентный идеальный числа умноэ/свнныя на эквивалентная даютъ эквива­
лентный произведетя. 

В ъ самомъ д е л е , пусть f(x0) и д(х0) будутъ эквивалентный идеальный числа , М{х0) соот­
ветствующей имъ множитель, a fn{x0) и д^х^ д р у п я э к в и в а л е н т н а идеальный числа, к о т о р ы м * 
с о о т в е т с т в у е т * множитель Mt(x0) тогда fx0fixQ и gx0gfx0 будутъ т а к ж е эквивалентный числа , 
потому что множитель JUx0Mtx0 обратит* и то и другое в ъ с у щ е с т в у ю щ е е комплексное число. 

И з * всего того , что мы с к а з а л и , с л е д у е т * , что всгъ идеальный числа распределяются 
въ определенное и конечное число классовъ, такъ что каждое идеальное число отно­
сится къ одному определенному классу. 

6 0 . 

П у с т ь f(x0) будетъ какое нибудь идеальное число. Соетапляемъ р я д * чиселъ 

f(x0), Г(х0), р(х0) . . . . 

который можно продолжать к а к ъ угодно далеко . Т а к ъ к а к ъ число классовъ идеальныхъ чиселъ 
к о н е ч н о е , то в с е числа предыдущаго ряда не могутъ относиться к ъ р а з л и ч н ы м ъ к л а с с а м ъ . П у с т ь 
f'(x0) и f'(xQ) будутъ два эквивалептиыя числа ; г предполагается больше s. Тогда будетъ с у щ е ­
ствовать множитель М(х0) при котором* оба произведешя f(x0)M(xo) и [*{х0)М(х0) будутъ 
существуклщя комплексиыя числа , а следовательно и ихъ частное fr~s(cc0) будетъ сувпзствующимъ 



комплекснымъ чпсломъ т . е. каждде идеальное число возвышенгемъ въ некоторую целую 
степень можно обратить въ существующее или иначе : каждое идеальное число можно 
представить какъ корень изъ существующаю. 

П у с т ь h будетъ наименыпШ показатель при которомъ fh(x0) будетъ существующимъ числомъ. 
Т о г д а , к а к ъ легко видтлъ, h чиселъ 

(1) * i , / K W > o ) • • • • Г ' Ю 

будутъ относиться к ъ разлнчнымъ классамъ Если эти h к л а с с о в ! не пзчерпываютъ вст .х! к л а с -
совъ , то пусть дх0 будетъ идеальное чпсло неэквивалентное пи одиому п зъ предыдущихъ. 

Т о г д а , к а к ъ легко показать , числа 

( 2 ) ' <Р 0 .<7жо/'К)> 9XJ4X

0) • • • • axj''~'(xo) 

неэквивалентны между собою и неэквивалентны ч и с л а м ! ( 1 ) . Если этп 2/i классовъ ие пзчерпы­
ваютъ всъхъ к л а с с о в ъ , то пусть h(x0) будетъ чпсло неэквивалентпое ни одиому изъ предыдущихъ. 
Тогда легко показать , что числа 

( 3 ) / , х 0 , hxj{x0), 11х/2(х0) . . . . hx/->{x0) 

иеэквивалептны между собою и неэквивалентны чнсламъ ( 1 ) и ( 2 ) . Т а к ъ что число классовъ или 
равно З/ i или больше. Продолжая тт. же с у ж д е ш я найдемъ, что число классовъ будетъ к р а т н ы м ! h. 

Показатель наименьшей, степени какого нибудь идеальиаго числа равной суще­
ствующему числу есть всегда делитель числа классовъ идеальныхъ чиселъ. 



ГЛАВА IV. 

Приложите георш комплексныхъ чиселъ къ одному вопросу интс-
гральнаго исчислешя. 

6 1 . 

В ъ этой глав!) мы нриложимъ изложенную выше Teopiio комплексныхъ чиселъ к ъ pluneiiim 

такого вопроса : 
.Узнать при полющи конечпаго числа dwticmeui можно ли подобрать въ диффе-

реищалгь 
(ж -I- А)йю ( 

\'Х'' -Г- -У- -I- 3,1' -I- ? 

гдп> у, о , г , 'С некоторые вещественные коеффтренты, параметра А такпмъ образомъ, 
чтобы ятотъ дифферепцгалъ интегрировался въ логаривмахъ. 

Разсматрипаемый д и ф ф е р е н щ а л ъ з а к л ю ч а е т с я въ общемъ вид/в 

рйх 

где Их и р суть ц'Ь'лыя функц1и, степени которыхъ соответственно равны 2п и п •— 1 . Этотъ 
п о с л е д т й д и ф ф е р е н щ а л ъ былъ изследоваиъ А в в л в м ъ въ его и з в е с т и о м ъ иемуар-в: « S w I'inte­
gration de la formule differentieU'e R et-p etanl des fonctions. enlUres*. 

Т а м ъ А в в л ь доказалъ следующую з а м е ч а т е л ь н у ю теорему : и . 
Если интегралъ . • 

С pdx 

J \'ТГаГ 
U 
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выраэ/сается въ логаривмахъ в» виде 
. , p-*-q VRx 
А Щ — , > 

" р — q VRx 

где р и q г^тьлыя функцгй х, mo j / R x разлагается въ пергодическую непрерывную дробь 
и обратно, если \/Rx разлагается въ пергодическую непрерывную дробь, то всегда 
можно найти такую целую функцщ р, что дифференцгалъ 

рйх 

будетъ интегрироваться въ логаривмахъ. К р о м е того А н к л г о принадлежит* теорема: 
Если иптегралъ 

Г pdx J \/Ыё 

выражается логариомами, то от представляется подъ видомъ 

С l o g ( P и - Q 

где С некоторая постоянная, а Р и Q целыя функцгй х, удовлетворнющгя уравнетю 

Р2 — (?2 • Roc — поетоян. 

Не смотря на псе значение упомянутых* изеледованш АБЕЛЯ для анализа с л е д у е т * всетаки з а м е ­
т и т ь , что он*' прямо не дают* желаемаго критер1ума для того , чтобы узнать в ы р а ж а е т с я ли в * ло -
гариомах* некоторый данный д и ф ф е р е н щ а л ъ вида 

рйх 

VRx' 

потому что к а к ъ б ы мы много не вычислили неполных* ч а с т н ы х * непрерывной дроби, въ которую 
разлагается \/Rx, мы никогда не можемъ с к а з а т ь , что периодичность пе обнаружится д а л е е . 

До сих* п о р * мы не и м е е м * относительно общаго дифферепщала 

рйх_ 

VRx 

такого Kpirrepiywa, при помовш котораго можно было бы р е ш и т ь , после конечнаго ряда д е й с т в ш , 
интегрируется ли этотъ д и ф ф е р е н щ а л ъ в ъ логариомахъ . 

Д л я частнаго с л у ч а я , когда Д ж есть полиномъ 4 -й степени с ъ ращонадьиыми к о е ф ф и щ е н ­
тамп , з а м е ч а т е л ь н ы й крнтер1ум* этого рода б ы л * д а н * академиком* ЧЕНЫШЕВЫМ* п . Въ своей 
записке помещенной в * бюллетене Академш И а у к ъ , ЧЕБЫШЕВ* ИЗЛОЖИЛЪ методу интегрироваш'я 
дифферепщала* 

(ж - I - Л) dx 
• • • V V •+- '/Хъ -+- Sx* -+•£,»-!•? 

где у, г, 'С ращональныя ч и с л а . 
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По icroii метод* получается и н т е г р а л ! этого в ы р а ж е ш й всякш р а з ъ , когда онъ в о з м о ж е н ! 
въ логариомахъ; в ъ противаомъ с л у ч а е обнаруживается невозможность такого интегрировашя. Эта 
записка ЧЕБЫШЕВА была перепечатана с ъ некоторыми дополнешями в ъ ж у р н а л е ЛГУВНЛЛЯ 

Я д о к а з а л ъ эту методу въ своей с т а т ь е « S u r la m e t h o d e d ' in t eg ra t ion de M. T c h e b y c h e f b . 
Т а м ъ я пользовался услов1ями интегрируемости дифференщала 

(4\ (ж - I - Л) da) 
' ' VX^Y- уж3 -+- doe'' ч- ЕЖ - I - ? 

въ логариомахъ отличными отъ у с л о в т даннаго АНЕЛЕМЪ. При этихъ уелов1яхъ ясно обнаружи­
вается связь задачи объ интегрирован»! этого д и ф ф е р е н щ а л а въ логариомахъ с ъ задачею делеши 
эллиптическпхъ ф у н к щ и . Услов1я и н т е г р и р у е м о с т и , о которыхъ мы говоримъ , были даны ВЕЙЕР-

ШТРАССОМЪ для общаго случая , когда р а з с м а т р н в а е т с я интегралъ отъ р а щ о и а л ы ю й фуикщи ж и 
квадратнаго радикала и з ъ полинома 4 - и степени з й . Т а к ъ к а к ъ въ настоящее время у р а в н е ш я д н -
л е ш я эллиптическпхъ функщи изелвдованы очень хорошо, то упомянутая связь о к а з ы в а е т с я весьма 
полезною.Мы у ж е сказали , что метода,ЧЕБЫШЕВА была предложена для того с л у ч а я , когда у, д, 
г, К — ращональ н ыя ч и с л а . 

При помощи изложенной выше Teop in комплексныхъ ч и с е л ъ , м н е удалось решить вопросъ 
объ интегрируемости дифференщала ( 1 ) въ логаривмахъ и для того с л у ч а я , когда у, 3, е, £ — 
к а ш нибудь вещественный числа . М ы ие разсматриваемъ въ этомъ сочиневш только тотъ случай , 
въ которомъ к о е ф ф и щ е н т ы у, д, е £ з а в и с а т ь отъ корней уравнешй и с к л ю ч е н н ы х ! нами въ Щ - й 
г л а в е . 

Мы с ч н т а е м ъ не лишнимъ з а м е т и т ь з д е с ь еще следующее : 
Вопросъ объ интегрироваш'и а л г е б р а и ч е с к и х ъ д и ф ф е р е н щ а л о в ъ въ логариомахъ былъ п о -

ставлепъ АБЕЛЕМЪ. З а классическими работами АВЕЛЯ ВЪ ЭТОМЪ направлен!!! идутъ работы 
,/Iiy в и л л я , ЧЕБЫШЕВА, ВЕЙЕРШТРАССА И друг . Этихъ и з ы с к а м и не с л е д у е т ъ смешивать с ъ 
и з ы с к а ш я м и въ другомъ роде потому ж е вопросу , принадлежащими ВЕЙЕРШТРАССУ, КЛЕБШУ И 

д р у г . 3 0 . Ц е л ь этихъ иовыхъ изследовашй можно выразить с л е д у ю щ и м ! о б р а з о м ! : 

Для определешя jydx 

в ! логариомахъ . где у есть алгебраическая ф у н к щ я х т . е . корень алгебраичеекаго ypaBiieuia 

у) = 0, 

( / ' о з н а ч а е т ъ целую фупкщю) требуется х и у выразить ращональиыми функщями новой п е р е м е н ­
ной. При этомъ ищется какимъ услов1ямъ должна удовлетворять ф у и к щ я ({ос, у), чтобы подобный 
в ы р а ж е щ я х и у существовали. П о н я т н о , что когда х и у в ы р а з я т с я ращональио черезъ новую 
п е р е м е н н у ю , тогда 

jydx 

найдется при помощи алгебраическихъ ф у н к щ и и логариомсвъ. Но обратнаго заключения сделать 
нельзя т . е . jydx м о ж е т ъ в ы р а ж а т ь с я в ъ л о г а р и о м а х ъ , а х и у м о г у т ! въ т о ж е время и не быть 
ращональиыми функщями одной н е р е м е н н о й . 

14* 
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es. . 
Мы начнем* с ъ того , что приведем* данный дифференциал* 

( ж - ь A) dx 
х'х* -+- ух'" - н охг -+- *х - I - ? 

гд*' у , 3 , г, ? — некоторый вещественный величины к * виду 

(ж -и- Л) dx 
\'х(а> — 1) (ж — а) {X — |3) 

Вещественные нарамотры « н (3 можно принять , к а к ъ мы увидимъ, т а к и м и , что будутъ 
имъть м е с т о неравенства 

\ < « < (3. 
Если в с в корни уравнешя 

ж1* - 4 - у ж 3 - ь с?ж а е ж - н - < = О 

вещественные, т о , назвав* их* ио норндку в е л и ч и н * ч е р е з * 

т а к * что х0 < ж , < ж 2 < ж 3 

или ж 0 > ж 4 > ж а > ж а , 

мы м о ж е м * ироще всего привести данный д и ф ф е р о н щ а л * къ желаемому виду подстановкою 

Х1 ха 
При атом* получимъ 

аз* -+- у ж 3 ч- fe'2 ч- ex ч~ £ = (ж,, — ж , , ) 4 ф — 1) (z — «) ( s — (3), 

Д о п у с к а я , что между корнями ж ( | , ж , , ж. , , ж 3 и ъ т ь р а в н ы х * (случай р а в н ы х * корней можно 
исключит*) , найдемъ, что 

. (3 > « > 1 . 
К р о м е того и м е е м * 

* + i = (*'., Ж„) ( Я - Ь JS) , 

где В=2-±-"х°-

dx = (из, — ж 0 ) ( / s ; 
следовательно 

(ж - I - Л) da) (•:• - I - /У) (/г 

v V - ь уж 8 - ь г5ж'' -р еж - | - 5 vs(5 — 1) (г — *) (г — ,?)' 



Если не uSi; корни у р а в н е ш я 

ж* ч - ух3 ч - дх* - ь IX -л- 'С, = О 

д е й с т в и т е л ь н ы е , то можно достигнуть желаемой ф о р м ы . д и ф ф е р е и щ а л а другими нреобразовашямн. 
Съ этою ц е л ь ю м ы воспользуемся преобразовашями играющими существенную роль в ъ самой ме­
тоде интегрирования, которую мы н а м е р е н ы з д е с ь и з л о ж и т ь ' 

П р е д п о л о ж и т ь , к а к ъ д е л а е т ъ Я к ОБ и 3 7 , что перемениыя х a z с в я з а н ы уравнешемъ 

( J ) ( а ж 2 ч - 2Ьх ч - с) г 2 -ь 2(а'х* -+- Ы'х -ь с) % ч - а " ж 2 ч - 2 6 ' 'ж ч - с " = О 

пли, что все равно, уравнешемъ 

( 2 ) . ( ( к 2 н - 2 а ' з - h й") ^ н - 2 ( f o 2 + 2 i ' z + 4 " ) ^ ч - ( и 3 ч - 2 c ' z - н с " ) = О. 

П о л а г а я 

( а ' ж 2 ч - 2Ь'х ч - с ' ) 2 — (ахй ч - 2Ъх ч - с) ( а " ж 2 ч - 2Ь"х ч - с " ) = Щх). 

[bzn~ ч - 2 6 ' * - н б " ) 3 — ( a z a ч - 2 о ' * ч - а " ) ( с * 2 ч - 2 с ' * ч - с " ) = Д ( ( * ) , 

мы нолучимъ изъ нредыдущнхъ уравнешй ( 1 ) и ( 2 j 

• — - (а/ж* -*-2г,,д| -ь с'> ̂  ^WW 
) г — am' ч - 26а; - н е 

\ 4 > Х — 0 2 * ч - 2 и ' г - н а" 

Д и ф ф е р е н ц и р у я уравнеше ( 1 ) , иаходимъ 
} ( а ж 3 ч - 2 6 ж ч - с ) г ч - ( а ' ж 2 ч - 2 6 ' ж ч - с ' ) | rfs-t-1 ( а 2 2 - + - 2 а ' г ^ а > ч ~ ( 6 г ' 2 ч - 2 6 ' г ч - 6 " ) | dx=Q. 

И з ъ в ы р а ж е ш й ж и а выводимъ 

( A X 2 - + - 2 6 ж ч - с) з —I- ( а ' ж 2 ч - 2 6 ' ж ч - о') = = Ь ( / Я , (*) 

( А Г 2 ч - 2 а ' * ч - А " ) х - н ( 6 s 2 ч - 2 6 ' * ч - 6 " ) = ± / « Й ; 
следовательно 

rfg 
- VRjz) ~vWf' 

П р и помощи уравнешя (1 ) можно преобразовать д и ф ф е р е н щ а л ъ 

\fx* -v- ух*-^ йе" - I - ix -+- ? 
въ такой 

— 1 

v's ' - Н /й 3 И - WIS3 Ч - «3 

въ которомъ нолниомъ, стоящШ нодъ радикаломъ делится на г , С ъ этою целью онределимъ 
постоянный 
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a, b, с, a', b', с', а", Ь", с" т а к ъ , чтобы Щх) выходил* р а в н ы м * х*ч-ухдч~&в2ч-газ ч - $ 
и чтобы if, ( z ) былъ вида z 4 ч - / а 3 ч - m z 2 ч - п&. • ' 

При этомъ получаются следующая у р а в н е ш я : 

a ' 2 — c m " = \, Aa'b' — 2ab" — 2 а " 6 = у , 
4 6 ' 2 ч - 2 а ' с ' — а с " — с а " — Abb" = S, . 
Ab'c' — 2 6 с " — 2b"c = г, с ' 2 — с с " = 
/ > 2 _ а с = 1 , б " 2 — а " с " = 0 . 

Т а к ъ к а к ъ у насъ здесь только семь уравненШ для определешя девяти количествъ а,Ь,с, 
то мы можемъ два изъ нихъ назначить произвольно. Для того , чтобы получить но возможности 
простое преобразоваше, ноложимъ 

о = 0 , а" = . 0 . 

В ъ такомъ с л у ч а е изъ предыдувдихъ уравненШ выводимъ 

Ь" = 0 , а' = ± 1 , 6 = ± 1 . 

Чтобы получить то преобразоваше , которое было дано ЧИБЫШЕВЬШЪ, иримемъ 

а' — \ , b — — \. • 

И з ъ г в х ъ ж е уравнений получииъ 

* ' = - f . - ' = 4 - ' ( ' - - r ) . - , , = T — f ( ' - - T > 

4 - ( ' - $ • ) ' - * . 
4 V /!• J 2 

Сравнивая, к о е ф ф и щ е н т ы одинаковых* степеней в * Д., ( а ) и г * - + - / г 3 ч - т з * ч - м г , находим* 

( й ) 1» = — 2 д ч - - | - 7

а , 
I I ^ 1 3 [ " = — e - b - g - y d — - g - y . 

Ч т о касается до знаков* перед* радикалами в ъ " ф о р м у л а х * ( 3 ) и ( 4 ) , то мы возьмем* въ 
первой знакъ —, а во второй ч - . 

Поэтому 

г = =~~ 4 - ( ' - * ) ' - ' 

г ' — - | - s I- У г 1 " ^ - te3 ч - "inn* -i~ ?iz 
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Эти выражения по предыдущему приводить насъ к ъ следующимъ равеиствашъ: 

DM DS 

\<V - I - уж5
 - I - Sx* -I- EiC - I - ? Vza - Ь /2* - Н - Н «3 

( 7 ) 1 ( ^ A f - 1 ^ - r - ^ 2 i ; t e , i <is 

VX< УХ" - i - <Ужи -+• е ж - + - ? 2 4 -+- H* -+- w s 2 -+- NS 2 * 

Это то самое преобразование, которымъ пользуется ЧЕБЫШВВЪ ВЪ своемъ м е м у а р е . 
Очевидно, что, крайней м е р е два корня у р а в н е ш я 

%н -\~ lz3 -+- mz'1 -+- nz ~ О 
будутъ д е й с т в и т е л ь н ы е . 

Если въ этомъ у р а в н е ш й совсемъ не будетъ миимыхъ корней , то можно употребить преобра­
зование па 6 2 , чтобы получить д и ф ф е р е н щ а л ъ 

(X-t-A) DM 

VCC{% — 1)(Х — «) (ж — /3) 

6 4 . 
Если же въ уравнении 

&* - ь lz3 •+- mz^ 4~nz = Q 

два корпя будутъ мнимые , то мы сдъ-лаемъ еще одно преобразоваше , чтобы достигнуть полинома, 
у котораго ac'li корни будутъ вещественные . П у с т ь вещественный корень уравнешя 

/ г 2 -•- mz + » = 0 
будетъ — р. Положимъ 

г 3 -+• / а 2 -+ - mz -+•- п = (% - ь р) ( z 2 -+- г г - ь s). 

В ъ разсматриваемомъ случае корни у р а в н е ш я 

я 2 -+- rz -t- я = О 

будутъ м н и м ы е , следовательно г 2 — I S < 0 , В ъ этомъ случае для преобразования дифференщала 

(г - ь В) DZ • 

V(Z - i - Р) (z* - i - RZ-t-SF 
мы воспользуемся подстановкою 

\ 1 > г | — ( r - p ) i + ii 

которая не и м е е т ъ смысла только тогда , когда р = г.. Если это последнее уеловио выполнено, 
то данный д и ф ф е р е н щ а л ъ интегрируется непосредственно въ логариомахъ . Д е й с т в и т е л ь н о , 1юло-
живъ В = ^р, и м е е м ъ 

J -JZ[Z -i-P) ( 2 1 -i-PZ и - * ) 2 Ь vV' 
1 l„„ (L 1 1_ достоян . 

vV' -\-pz — v's'-' -I- pa -I- л 
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И з ъ равенства ( 4 ) и м е е м * 
, ( Г — р ) 2 - Н * 

следовательно 
Г ( | - - р ) « - ы ] ч-(р-г)') 

(Р - г)« 
( 2 ) \/{z~ -л-pz) ( z a ч - rz •-»- я) 

К р о м е того и зъ уравнешя ( 1 ) п о л у ч а е м * 

• З д е с ь взять п е р е д * радикалом* з н а к * — для того , чтобы и м е т ь т у величину z, которая 
обращается въ ± о о , при z , = с о . 

И з ъ ( 1 ) дифференцировашем* находим* 

(г — р) dz dzj 

(»• - />) г - I - * _ г ) н- 2 - + • 4*2, 

( r - j ) ) ' ( 8 -нЛ)</2 _ J _ р ( р - , • ) - < - g | + 2 Л ( г - р ) ^ _ ^ ^ . 

(г - р ) z * • ' 2 г )н-г ( )*ч-4 .«з , 1 2 

следовательно на основаши (2) и м е е м * 

щ ds {r-p)dz, 

( 4 ) 

Поэтому 

• ( г ' н-р&) (г а - ь rz - I - s) Vz , ( г , -t- (р — r f ) ( p ( p — г ) -+• 2,)' ч- 4*2,) 

(Z4-A)dz I (г , н- р ( р - г) -н 2Л(г - р ) ) <te , 

• (г"-н/>г)(г?-ьг2ч-*) 2 - i - ( p — r ) ' ' ) [ ( s , + ( ) в - ) ' ) Й ' + *1г,] 

J rfa, 

2 ' ^.(z.-Hp-r)")"' 
/* (г - ь Л) _ 1 _ Г s | - I - р(р — г) + (Г — р ) ^ 

J VZ* -+• pZ) (2» +- r S -+- «) 2 J у / г ( ( S j ( р _ r ) » ) _ь ( р _ r)pj» fag f 

З а м е ч а я , что корни ypannenifl 

представляются формулою 

— р(р — У ) — 2.? ± \/4s(p* — рг ч - s), 

мы можемъ показать , что они вещественные . Действительно , изъ неравенства 

г 2 — 4s < О 
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получаются т а к ш : 
s > О 

Р — pr-+-s = {p — -у) -i j — > О. 

И т а к ъ в ъ нреобразованномъ дифференщалъ ' 

z, -t-p(p— г) •+• 2А(г — р) , 
— . — ив 

Vz1(ii-t-{p — rj')[{zl^-(p-r)p)'-^A.szi] 1 

у полинома стоящего подъ радикалоиъ ВСЕ корпи вещественные , а такой д и ф ф е р е н щ а л ъ , к а к ъ 
было показано в ы ш е , всегда легко приводится к ъ виду 

(x-+-A)dx 

Vx{X — 1) (х — а) (х — , 

П а р а м е т р ы « и (3 удовлетворяютъ иеравеиствамъ 

1 < * < (3. 

6 5 . 
И н т е г р а л ъ 

(ж •+- А) йх 

Vx{x — 1) (ж — «) (ж — /3) 

можно привести къ обыкновенному каноническому виду и выразить в ъ э л л и п т и ч е с к и х ! ф у н к щ я х ъ . 
П о л а г а я 

М) х — •*»'("'*) , 
* 1 ' х — sri'{u, к) — sn*(a, к) 
гдт. 

а I9 — 1 I а / З а — 
s n a = " V " ' ,£ = ~ * т ^ г 

и, следовательно , 
я — dn"o ' I — ' cri'a ' 

получимъ 
( 2 ) 1 / ж ( ж — i) ( ж — а) (х—р)— 

dx = 

cna dna (snH— sn^a)1 

Ssn^a smi спи dnu du 
(sn'u — s n " o ) 4

4 

И з ъ этихъ выражешй находимъ 
dx n cna dna , 

, _ _ _ _ _ _ _ _ — — 2 du 
]/x(x — i)(x — «)(x — (i) s n a 

x-\-A — А-л-гч-
sn'u — sn*a 

Поэтому и м е е м ъ 
(x-t-A)dx „, . ..cna dna du 0 cna sna dna du 

_ ( Л - ь - 1 ) — г •'sntu — tnta 
Vx(X — 1) (Ж — — (3) 

1 8 



— ш — 

W J RTR(«-1) ( ж - , ) (ж -J3) L *na 6(«) J S f f ( e 
О 

где. Э и Н —- известный функщи ЯКОБ и . 

6 6 . 

Выше было показано п р и в е д е т е даннаго дпффереищала к ъ виду 

(ж и - A) dx 

Vx(x —- 1 )[х — а) [х — ( 

Т е п е р ь м ы пзследуемъ вр что обращается этотъ д и ф ф е р е н щ а л ъ , если его снова преобразо­
вывать по формуламъ ( 7 ) п ° 6 3 и (4 ) п ° 6 4 . Сначала разсмотримъ д и ф ф е р е н щ а л ъ 

(а; -н A) dx (ж -t- Л) rfa; 

Vx[x — д)(х — д')(х — д") Vxl1хь-t-mx''-t-пх 

г д е </, д ' , д" суть корпи полинома 

ж 3 ч- / ж а -+- т ж ч- п . 

По второй изъ формулъ ( 7 ) п° 6 3 получимъ 

(а; -+- A) dx _1 
^ 2 ^ - - н 2 ^ ) dx 

у/ж* •+• lx"" -+- т ж 5 - н м ж ^ / я 1 -+- ^ ,я 3 -+- m , z 3 -f- n,z 2 2 

По ф о р м у л а м * ( 5 ) того же п° находпмъ следующей в ы р а ж е ш я для коеффищептовъ ll,mvu{: 

, ( t « - * m ) ' 
f i — * 2J S — 8 / m - i - 16n 

(•]) j ш( = ~ 2 , » ч - | 1 а 

f И j = — n 4 - 5 Z/n ^-Z3. 

Обозначив* далее черезъ gr g't, g{" корни уравпешя 

z 3 ч~ /,г 2 +-тп,я2 ч - n , = О, 
мы можемъ легко ц о к а з а т ь , что между </ , ' , ( / , " и г/, д', </" с у щ е с т в у е т ъ следующая 
зависимость: 

/оv / _ / . _ (ff + <j'-9")W->-f}"-ff) 

„ " — (ff 9"-Э')(0" + 9'~(1) 
У* — Цд-'-д'-д") 

Мы докажемъ обратно, что пзъ этихъ формулъ выводятся формулы ( 1 ) . 
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= п — Ш -+- -i/ 3 . 

Это т р е т ь я изъ форму лъ ( 1 ) . 
Д а л е е и м е е м ъ 

т1 = Я<Ях -*-9кЯ" -«-ff,V 
= W я" - я)2 -ь \{д -+- г" - </У -«- т(я •+- / - я'Г 
= - 2 и + | / 2 

т . е . вторую формулу ( 1 ) . 
Н а к о н е ц ъ , складывая формулы ( 2 ) , получпмъ 

_ / — (я-*-д'- я"? (а 9" - ff')' * (а" - а - У')' (О' - а" - У) 3 -* <g' g" - аПя+д' - g">* 
« "~~ 2(д' — я"-д)(а-+-9"-д')(9'ч-д-д") 

и , с л е д о в а т е л ь н о , 

В т о р а я часть этого y p a j n e n i a е с т ь ц е л а я р а щ о н а л ь и а я с и м м е т р и ч е с к а я ф у п к щ я корней 
д, д', д', В ы р а з и в ъ ее въ к о е ф ф и щ е н т а х ъ I, т, и , найдемъ 

следовательно 
/ _ / (*' - М а , 
\ — ' П> — Ыт-*-\Ы 

Это первая и з ъ формулъ ( 1 ) . 
Е с л и допустимъ , что д, д', д' суть положительный в е л и ч и н ы удовлетворяюнця неравен-

с т в а м ъ 

( 3 ) 9<9'<9", 

то на основанш сказаипаго въ п° 6 2 д и ф ф е р е и щ а л ъ 
( а ; • + • A) dx 

Vx(x~g){x-g'){x~g") 
м о ж е т ъ быть приведенъ къ ' виду 

(х «*- А,) dx 

V _•'(_> — 1) (х — и) (аз — /з) 

15* 

Действительно , перемножая этн в ы р а ж е ш я получпмъ 

9<9<'д<" = ъ(9-*-9'- 9") (9 -*- 9" ~ 9') (д' -+- я" - Я)-
Н о 

Я -+-Я' Я" = —1, 9,9^9," ~ — « г 
следовательно 

— «, = ( - т- - 0 ( - -f - » ' ) ( - 4- - s") 
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гди 

а з 
и Л , — цовая постоянная величина. 

З а м е ч а я кроме того , что, пъ предположена! неравенстпъ ( 3 ) , чпсленпыя величины колн-
честпъ 

Я -»- </' — О", 9 -+- 9" — </'- 9' •+• 9" — 9 

удовлетворяютъ исравсяствамъ 
9 -+- 9' — 9" < 9 -+- 9" — 9' < 9' -+- 9" — 9 

мы заключаемъ, что и величины «у,, </ , ' , б у д у т ъ , но численной величине , удовлетворять н е -
равсиствамъ . 

9, < 9,' < 9s" 
и, следовательно, дифференщалъ 

(г -«- II) dz 
Vs' -*• ltz3 -•- »»,s* -+- n,s 

иожстъ быть преобразованъ въ такой: 

\ /г(з- — «,) (s —J j?,)"' 
где 

— -111. — / g ' - g " - g \ 3 _ / И - < 9 - i v = 
~" </< \дч-и"-п') \\-*.p-«J 

Я _ •'/," у _ / « - , * - ! У, . 

З а м е т н м ъ еще с л у ч а й , когда д - t - о ' = </" . Представляя полнномъ ж 4 -+- 1-х3 -+- тх"2, •+ их 
иодъ видомъ 

х(х — д") [х~ -+- г ж - + - . < ) , 

мы найдемъ что г — — д" и, следовательно, интегралъ 
{' {x-t-A)dx 

J Vxix — д") (я'' и- гя ->- «) 

найдется въ логаривмахъ непосредственно ( 6 4 ) , если прпмемъ А =. — ^д". 
И т а к ъ мы видимъ. что дифференщалъ 

(ж -+- Л) da 

Va(x — I) (х — я) (ж — /3) 

съ параметрами а и (3 можетъ быть преобразованъ пъ дифференщалъ 

(z — li) dz ( 

Vz(z- -1) (а — «J (ж — /9.) 
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ГД'Ь 

Ч т о б ы получить это п р е о б р а з о в а л о падобио в ъ у р а в н е ш й между х и z, цоказанномъ в ъ 
п° 6 3 , посредствомъ котораго д п ф ф е р е ш ц а л ъ 

(я; •+• A) dx 

Vx1 -+- 1хь -*- тхг •*• пх 
преобразовывается въ 

(г — В) dz 

Vz* •+• i , s 3 -t- m -и- n, z 
заменить x на gx, a z на gtz 

67. 

Ч т о б ы найти зависимость между х и % в ъ эллиптическпхъ функпдяхъ , приведемъ оба и н т е ­
грала 

С [х ч - A) dx t Г ( s -»- В) dz 

J \)[х~«){х—р)' J V * ( z - 1 ) ( . - « , ) ( я — /Э,)' 

к ъ каноническому виду .Что касается перваго и з ъ нихъ , то это п р и в е д е т е было сделано в ъ п ° 6 5 ; 
теперь з аймемся только вторымъ 

Д л я приведешя этого интеграла с л у ж и т ь подстановка 

z — s n « ( » , А) — * » ' ( * > ; ) ' 

где 

[1) , - , Л _ в ( / 9 , - 1 ' 

следовательно 
* — ! _ я 1 

Внося вместо | 3 , и « , ихъ выражения 

и з а м е ч а я , что при этомъ 

_ 4/з(« — 1 ) /з, — 1 _ _ И / з — 1 ) 
- и , 1)3 ' S, ( / З ч - « — 1)а ' 

получпмъ 

л — -— • j —- -р—у. — К 

и , следовательно , можно принять X _ / { . . • 
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Д а л е е , внося съ предыдущую формулу д л я - — — — вместо (3 и а в ы р а ж е ш я • — 5 — и - Д — » 
получимъ 

(3, — ( l -JbWo) ' — s n 

следовательно можно принять 6 — 2 a т . е . при разсматрпваемомъ преобразоваиш модуль к не 
и з м е н я е т с я , а аргумент* а удвоивается . Зависимость между х и % можно выразить в ъ эллипти­
ч е с к и х * ф у н к щ я х ъ следующпиъ образомъ: 

Согласно преобразование п ° 6 3 п м е е м ъ 

dx dz 
\fx' -+- 1хг

 -4- т а ; * п ж Vs1 -+- ltz'" - + - + - n t z 

О т к у д а , п е р е м е и я я ж на дх п z на gtz, получимъ 

dx dz 

gVx(sD— \){х — «)(х — (3) JJVATZ— l)(Z — «,)(S — /З) ' 

Вводя сюда э л л и п т и ч е ш е аргументы и и v, найдемъ (п° 6 8 ) 

cnadna , cnSa dnSa , 
И " 7 ^ 5 - d " ^ g, «n8a d v -

С * другой стороны мы и м е е м * 

„ Sl-<-ff'-<j")(g->-g" — g') 
J i ~ % " - g ' - g ) 

Т а к * к а к * 

g - ' д —р' 
то 

g i _ (1 - . - я — f 3) ( l -+-/? — «)• _ 
д 2 ( « - H - j 3 - l ) 

1 1 
Внося сюда вместо « и (3 ихъ в ы р а ж е ш я • ^ w , f l - . C l i , a , найдемъ 

спа dna sivia 

Следовательно ypaBiieiiie ( 3 ) принимает* вид* 

du = dv, 
откуда 

t = н + с, 

где с постоянное . 
Для опродъ'лешя постоянной с з а м е т и м * , что по формулам* ( б ) п ° 6 3 выходит* х — ао, 

при 2 = 0 ; следовательно при v = 0 , г« = d b а, и поэтому с = = г р а . Т а к * к а к ъ а опреде ­
ляется по уравнение 

0-1 
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Vx{x — I) (X — a) (X — (3) 

преобразование n ° 6 4 . 

Сначала разсмотримъ опять более общШ д и ф ф е р е н щ а л ъ 

(х -+• Л) г/аг 

( I ) у/ж(я; — //) (;в — //') (as — д") 

Представляя подрадпкальиый полиномъ в ъ виде 

х(х ~+- р) ( ж 2 - г - гх -+- s ) , 
можемъ положить 

г = — -(о-ь-У), *=±д'д. 

По формуле ( 4 ) №° 6 4 сведемъ иитегрироваиго диффсрепщ'ала ( 1 ) къ интегриропаипо такого : 

(а — В) „ г 
+ —>) 8 ) ( ( />(р - г) •+- г) а 4*3) ' 

Обозначивъ черезъ /i количество — (р — г ) 3 , а черезъ h' и /г." корни уравнешй 

(р(р — г) - н г ) а - ь - 4.sa = О, 
мы будемъ и м е т ь 

h_ —р(р — г) — 2 s -ь 2 l A ( p 2 — р г <+- л) 

= д"(д -ь .</' - и") - V<7 -+- 2t/^'(</" - д) (д"-д') 

Л " _ — J X J ; — г ) — 2 s — 2\/в(р* — j p r ч~ s ) 

= ! 7 " ( . 7 - ь flf' - </") - 2g'g - 2 i / ^ ' ( < / " - j?) (a ' -g>), 
ЕСЛИ 

9 " > ff' > g > 0 

и , следовательно , зиакъ а остается н е о п р е д е л е н н ы м - , то можно положить с _ я т . е . 

о _ и -+- а. 

И т а к ъ ж и z выражаются черезъ одну переменную и т а к и м ъ о б р а з о м ъ : 

sn'u s n s ( t t - » - a ) 
Х sn'u — sn'a ' 2 en"(u-»-„) — s?iJ~(?a)~' 

6 8 . 

Т е п е р ь мы применимъ к ъ д и ф ф е р е н щ а л у 

(х -*- А) dx 
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то , к а к ъ легко в и д е т ь , ft, ft', ft" будутъ отрпцательиыя и ихъ численныя величины ( f t ) , ( f t ' ) , 
(h") будутъ удовлетворять неравенствам* 

(ft) < (ft') < (ft"). 
Д е й с т в и т е л ь н о , т а к ъ какъ 

д"(д + я'-9")-*99' = -(9" — 9)(д" — д') — 99' < о, 

то ft и ft" очевидно отрицательные величины. 
К р о м е того з а м е ч а я , что 

\9"{9 9") - % Г = [({7" - 9) (9" - 9') - ь > - д) {д" - »'), 

мы убеждаемся т а к ж е , что и величина ft' — отрицательная . 
Р а з н о с т ь 

А - ft' = - (д -+- д' - д"Т - д"(д - н д' - д") ч - 2 f f ' f f - 2 у / ^ " - </) (</" - .</') -

= 9(9" -д) + д'(д" - д') ~ tyggb"-g) (9" —д') 

есть величина положительная , потому что она равна 

Ш д " - д ) - V'g'(g"-g')Y 

И т а к ъ численная величина h' более числепной величины Л, а Л " , очевидно, больше Л' но 
численной в е л и ч и н е . 

Д и ф ф е р е н щ а л ъ 
(х А) dx 

у/х{х — д) (х — д') {х — д") 

м о ж е т ъ быть легко преобразованъ ( я 0 6 2 ) въ т а к о й : 

(х A) dx 

Vx(x — 1) (х — а) (ж — р) ' 

где . a = J - t p = JL. 

и постоянная Л отличается отъ п р е ж п е й , а д и ф ф е р е н щ а л ъ 

Vs(s - Л) ( з - Л') ( г - Л") 
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следовательно 

( 2 ) . _____* 

( 1 ) Ж S ) I " ( H , Л) ~ sna(a, к) 

следовательно 
в» ( а , Л,) — р , / « _ — - • у — р 

1 ... 6 J ' 
_ n " ( _ , ft) ' 1 с м ' ( а , / г ) 

Т о ч н о т а к ж е нримемъ, что 
/ о \ • , £ П ^ 2 ! _ _ 

следовательно 
? _ _ _ _ _ _ _ —' 1 

? ~ ~ _ п » ( « , A) ' п —~ сп'(Ь,).)' 

И т а к ъ мы видимъ, что интегрирование дифференциала 

(х - н Л) 

^а-(.г — 1) [х — к)i(_t — (3) 

м о ж е т ъ быть сведено к ъ интегрирование дифференщала 

(г ч - В) rig 

г д е b i выражаются по формуламъ ( 2 ) . 

Зависимость , между ж и г п о л у ч и т с я , если въ уравнешй м е ж д у ж и а въ п 9 6 4 ( т а и ъ 
вместо z с л е д у е т ъ поставить ж и в м е с т о z{ — z), при помощи котораго д и ф ф е р е н щ а л ъ 

(хA) dx 

Vx{x^gf(x'— д')~(я —~д17) 

преобразуется въ д и ф ф е р е н щ а л ъ 
( s — l))dz 

у_(_~—Л) (л — Л') [z — l7'Y 
п е р е м е н и т ь х иа дх и г иа / гг . 

6 9 . 

Т у ж е . з а в и с и м о с т ь . м е ж д у ж и z можно выразить въ эллиптическпхъ ф у н к щ л х ъ . 

Положимъ с ъ этою ц е л ь ю , к а к ъ и п р е ж д е , 

sn a ( i / , Л) 

.16 
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Т а к ъ к а к ъ 

то 
следовательно 

. / \/? — « — vA(jS — 1) \ 2 

N \/,3 — и - • - — 1) / 

« . (3—1 

/ с ' 2 = 1 — /с9 = -
«(Я - I) ' 

1 /с' 

2Vft'" 

И з ъ у р а в п е ш я ( я 0 6 4 ) 

da; (г — р) dz 

Vx(x ->-р) (х-*- rx -+-«)' " v/S(s -t-'p — r)')[(p(p —• r) -+- z ) s -+- Asz] ' 

полагая 

/> = — g", г = — {дч- g'), s = gg' 
и п е р е м е н я я ж на ^ ж , я на / « , получимъ 

dx — (д**-д'—д") dz 
ffVx(x— I )(<» — «) (я—ft ) /* • - (* — l ) ( z — $ ) ( « —ч) 

Внося сюда величины ж и г по ф о р м у л а м * ( 1 ) и ( 2 ) , найдемъ 

du (д" — д - g')dv 

Vg'{g"-'g) ~ Vh'(h"-h) 
Т а к ъ к а к ъ 

V-h' =\/(д"-д) (g"-g')-Vgg' 
V / A - A " . = !/<,(<," - </) и-V9'(9" - 17'), 

то 
V/A'(fc" - h) = (g"~- g - g') (^(д" - g') + Vg'W* - g))\ 

При помощи ф о р м у л ъ , выведениыхъ в ъ предыдущемъ п , получимъ 

S - 1 _ . ( у / ( < з - а ) ( < з - 1 ) - у 7 ) 3 - ( 1 ^ - « - ^ ) ' 
\ ( У ( , з - « ) ( , з - 1 ) - ^ ) 2 

_ (УЧ> —«)(/з — 1 ) W T ) 8 — п - ь « — /з)'« 

1 (У'(/3 — а } ( 3 — 1) ' - . - V ^ ) 2 

^2 . I - ' _ ft' - ( v / F Z r T ) (ft - « ) - » - V ^ ) 2 

5 ' ч /з« _ (у / (^ГТ )1 , ?^ ) - vAT)2 



следовательно 

dv = ( L -н V / y g ^ S f ) d " = (1 fc'> d M-
Поэтому 

. I) _ ( 1 - + - / с ' ) M - + - Н0СТОЯН. 

З а м е ч а я ( n ° 6 4 ) , что при x _ 0 , z — О т . е . что при и = 0 , и = О , и м е е м ъ 

V (1 - ь /с') М. 

К р о м е того , т а к ъ какъ при аз = о о , а _ с о . то можно принять и _ Ь, при м — 
следовательно 

Ъ = = (1 ,-+- Л ' ) а. 

И т а к ъ ж и з в ы р а ж а ю т с я ч е р е з ъ переменную г« по формуламъ 

X sn'u — s n s а 

1 - ft' . ( ( 1 * * 0 . , 4 - * - ) 
* • ( ( ! - ft') и,*-£) - « • ( ( . - ft') а, i ^ ) 

т . е . ч т о б ы перейдти отъ ж къ г надобно к ъ snu и s n a приложить преобразовав!^ ЛАНДЕНА. 

7 0 . 

Переходя теперь к ъ выводу условШ интегрируемости д и ф ф е р е н щ а л а 

(я ч- A) fix 

</х(х — \){х — а){х — /9)" • • 

въ логариомахъ , м ы напомнимъ, что и н т е г р а л ъ 

/
{х - • - A) dx 

Va(x~ I ) ( х — «)(_—/ 

если онъ в ы р а ж а е т с я в ъ логариомах'ь, будетъ и м е т ь видъ 

С l o g ( P н - СУа>(а> — 1 ) (х — « ) (х — j3)) , 

где Р и ф Ц'Ьлыя ф у н к щ и удовлетворяющая уравнешго 

Р 2 — ( ) 2 ж ( . х — 1 ) (х — а) (х — (3) = п о с т о я н . 

Степень функщи Р , очевидно, будетъ больше па две единицы степени Q, П о л о ж и м ъ , 
16* 
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эти степени соответственно равны X и I — 2 . Если фупкщю Q взять съ т а к и м ъ з н а к о м ъ , чтобы 
сумма • 

Р - + - О \/х(х — 1 ) (ж — а) (ж — (3), 

по разложении по ни-зходящимъ степенямъ х, начиналась съ члена Вхл, г д е В—некоторый к о е ф -

ф и щ е н т ъ , то постоянная С будетъ р а в н а , к а к ъ мы увидпмъ, — .Действительно ,разложеше 

функщи 
х •+• А 

Vx(x — \){Х — а.) (х — р) 

1 
начинается с ъ ч л е н а — ; следовательно разложение интеграла 

С (х -•- A) dx 

J \/а(х — 1 j \х — а) \х • 

съ члена logos. Съ другой стороны разложение ф у н к щ и 

С I o g ( P -+- О Vx\x — *) i x — *) (ж — I5))-

1 

по замеченному выше , начинается с ъ члена CI logx; следовательно С1=\ \ С=—г 
И т а к ъ въ томъ с л у ч а е , когда интегралъ 

(х -1- A) dx 
\/х{х — \){х — «) (х — /3) 

в ы р а ж а е т с я въ логариомахъ, онъ найдется по формуле 

где Р и д е л ы я функции степеней X и X — 2 , удовлетворяющая ypanueniio 

Р 2 — (>2 ж(ж — 1 ) (ж — . « ) (ж — (3) _ иостоян . 

Чтобы найти для этого случая зависимость между параметрами а и (3 въ эллиптичоскихъ 
ф у н к щ я х ъ , мы воспользуемся формулою п ° 6 5 . Изображая величину 

' sna 0(a) J 

черезъ Л / , мы и м е е м ъ на основаши этой формулы и формулы ( 1 ) т а к о е равенство : 

( 2 ) Ши - ь /.log = log (Р - н ) (х^Тх^ГЩ). 

Для .опред_лешя постоянныхъ а и М, з а м е т и м ъ , что ж не изменяется при изм*иоп1и и на 
2JT и 2йГ'1 и следовательно не изменяется отъ прибавление къ и величины 2 т / . - ь 'Im'K'i, 
№-rtVM*%m^wrt-mW^yiib игвлыя числа , а К и КЧ полные э . ш п т и ч о с к л е а р г у м е н т ы . 
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При т а к о м ъ пзмепенш и вторая часть у р а в н е ш я ( 2 ) м о ж е т ъ п о л у ч и т ь только п р и р а щ е т е 2sm\ 
г д е s ц е л о е число ; следовательно 

( 3 ) 1М{ЫК - ь 2 т ' Я ' . ) - н X l o g 7 f ; a _ t t _ 3 m g _ a m < J P j - H o g = 2STU. 

С ъ другой стороны имеемъ и з в е с т н ы » равенства 

Щи-+- 2т'КЧ) = ( - 4 Г Щи) В = ^ <«+»'*'0 

И (и -+- 2тК) = ( — I ) " ' Я ( « ) 
и , следовательно , 

В [и -•- а ч - 2)» /Г- . - 2т'ЛГ'/) Н ( а - 1 - м ) - ^ • ' • " | ? 
"Щ^и — ЬпК—Ш'КЧ) В(а—и) е " ' 

Поэтому у р а в н е ш е ( 3 ) м о ж е т ъ быть написано въ такомъ виде: 

Ш ( 2 ш # и - 2т'КЧ) — 8 " ' У а = 2 т \ 

П о л а г а я в ъ этомъ уравнеши т =• 4 , т' — 0 и обозначая ч е р е з ъ v ' соответствующую 
величину s, получимъ 
( 4 ) ^ = : 

П о л а г а я нотомъ т = О, т ' = ' 1 и обозначал черезъ — и соответствующую величину л, 
получимъ 

(Ь) о = - •• 

Найдя величину .W но уравнение ( 4 ) , определпмъ постоянную А. 
Д о к а ж е м ъ т е п е р ь , что услов'ю (Б) есть не только необходимое, но и достаточное , для того , 

чтобы 
С [х -+- A)j!,x_ 

в ы р а ж а л с я черезъ логариомы т . е . другими • словами докажемъ , что если и м е е т ъ м е с т о равенство 
( 5 ) и величина И или, что тоже самое , п а р а м е т р * А определяется ио уравнение ( 4 ) , то ппте-
гралъ 

[x-*-A)d.r 

\/х(х — Щя; — «)(х — р) 

в ы р а ж а е т с я въ логарпомахъ. По формуле ( 3 ) п° 6 » принимая во виимаше величину М найдем* 

.. Г (х — A) dx у'тч'и . . П(ч •+• а) 

М ы д о к а ж е м ъ , ч т о , при а — —-— ,можно найти ц е л ы я ф у и к щ й Р и Q степеней / и 
X — 2 переменной 

х 



—126 — 

удовлетворяющая у р а в н е а т -

^ [ W ^ f ] " = р - 1 ) < * > - « ) ( а - Р ) . 

Д е й с т в и т е л ь н о , в ъ о ч е р к е т е о р ш эллиптическпхъ функщи 3 8 ЭР ми ТА доказано, что 

Я ( - - «,) Я(ц - «О . • • , Щи - ' 
©•-•(и) 

если 
_ F ( s n A M ) -+- jP 4 ( s n 2 « ) snu спи dnu, 

ut - + - « а н - ч - « a A = 0 ; 

F и Ft о значаютъ з д е с ь ц е л ы я ф у н к щ и степеней X и X — 2 . 
П о л а г а я 

• • = « . _ - , = — в = 1 ' 

«, А = — а - ь 2vi i . --f- 2v'_R'« — — " к ^ ' т - ь 2 v A ' ч - 2v ' i_'t 
и з а м е ч а я , что 

# ( „ + в - 2v_T — 2к'_Г'«) = = ( — i)v+u' Я ( и - ь a ) e*rl***-«*'\ 
получимъ 

_ _ _ _ _ _ _ _ С й * [ — Q ^ - J . 

где 
ItlV' 

П р и н и м а я во внимаше известное C O O T H O U I E U I E 3 9 

Щн — а) В [и -+• а) , * О S = pisnhi — s n 8 a ) , 

/ с в 2 ( я ) 

г д * р — - ё ^ Г » 
найдемъ 

— - Г___-___1 * -"(.ffl'tt) -ь F .(sn'u) яки спи dnu 
е К L В(и — a) J t V ( s n 4 — - » а о ) 1 

В т о р а я ч а с т ь этого равенства , очевидно, м о ж е т ъ быть представлена в ъ виде 

Р-+-Q\/x[x •—1) (х ~-а) (х-~ ft), 

г д е Р и Q ц е л ы я ф у н к щ и переменной 
s n ' u 

sn'u — sn'a 
И т а к ъ окончательно будемъ и м е т ь 

еЩ-Ж^]* = Р+ - ) ( * - « ) ( _ - | 3 ) . 
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П е р е м е н я я м на — м , получимъ 

e ~ ^ [ - f J ^ f ] * = >• - <У * ( * - Ш * - « ) ( * - Р); 

следовательно функщи Р a Q удовлетворяютъ уравнение 

Р 2 — ( ? 2 ж ( ж — 1 ) (ж — «) (ж — /3) • = 1 . 

„ , *К-*-*'КЧ 

М ы з а к л ю ч а е м * т а к и м * о б р а з о м * , ч т о , при а = : , и н т е г р а л * 

J 1 
(х •+• A) dx 

Vx(x — 1) [х — и) [х — р) 
в ы р а ж а е т с я в * логаривмахъ, 

7 1 . 

М ъ этомъ п " м ы докажемъ , ч т о , при а = j , между параметрами « и (3, которые 
1 1 

равны соответственно d B , g » e n 8 f f i и м е е т ъ м е с т о у р а в н е ш е вида 

(3) = О, 

ГдФ 2? — ц е л а я ф у н к щ я съ ц е л ы м и к о е ф ф и щ е н т а м п . 
П р и этомъ н а м ъ придется р а з с м о т р е т ь несколько с л у ч а е в * : 
1 ) X — нечетное . Въ этомъ с л у ч а е , к а к ъ и з в е с т н о , и м е ю т * м е с т о формулы 

sn (Хм) = snu 

. сп (Хм) = спи -—-

dn(lu) — dnu 

где Ux, Vx, и йх суть ц е л ы я ф у п к ц ш / с а и sn*u с * ц е л ы м и к о е ф ф и щ е н т а м и . 
Относительно v и v ' можно с д е л а т ь только т а ш я п р е д п о л о ж е ш я : 
a ) v и 1)' — числа ч е т н ы я . Подставляя в ъ в ы р а ж е ш е sn(lu) в м е с т о м о , найдемъ 

и х ^ о 

b ) v — нечетное , v ' — ч е т н о е ; тогда см(Ха) = 0 и , с л е д о в а т е л ь н о , Г д = 0 . 
c ) v — нечетное , v ' — н е ч е т н о е ; тогда с Ц Х а ) = 0 п о с л е д о в а т е л ь н о , Wx = 0 . 
d ) v — ч е т н о е , V ' — н е ч е т н о е ; тогда s n ( X a ) — с о и , следовательно , Q A = . 0 . 
2 ) X — число четное. В ъ этомъ с л у ч а е и м е ю т * место формулы 

sn(lu) = snu спи dnu ~~, cn(ku) =-^~, dnXu=-^-' 



З л и с ь относительно У II V' МОЖНО сделать следу ющ.я нредположешя: 
a ) v — нечетное , v ' четное; тогда cnla = О и, следовательно , Ux _ О. 
b) v — нечетное, v ' — иечетноо , тогда dnla _ О п, следовательно , РГ Д — О. 
c) -. — четное , ч ' — нечетное ; тогда s/iXa _ о о н, следовательно , Qx — О (* ) . 
I k e JTII уравнеипд после подстаиовкн вместо / г п л и 2 и ихъ значешй 

и прпведеи'ш ирнмутъ вндъ 
(3) = О, 

где /" — ц е л а я ф у п к щ я с ь целыми к о с ф ф и щ е н т а м н . 

Прим/ъчсийе. Если а н (3 вещественные и удовлетворяют!, условно 

•I < * < (3, 

то / г — ~ ^ _ | будетъ т а к ж е величина вещественная п меньшая единицы. Величина а опре­

деляется пзъ уравнешя 
/ з - 1 

можотъ быть принята т а к ж е вещественною, следовательно v' = О и a _ — у ' 

7 2 . 

v К •+• v' Kfi 
Предполагая , что а и м е е т ъ з п а ч е ш е - ~х , нреобразуемъ д н ф ф е р е и щ а л ъ 

(.т -1- А) dx 

Va(x — ) ) ( _ • — «) (.г — /3) 

несколько р а з ъ по формуламъ (С) н ( 7 ) п° 0 3 . 

Мы переидемъ сначала отъ дифференщала с ъ параметрами а. и /3 к ъ д п ф ф е р е н щ а л у того 
же вида съ параметрами « , и (3 , , -потомъ к ъ дпфференщалу съ п а р а м е т р а м и « 2 п (З а н т . д . 

Эти п а р а м е т р ы , к а к ъ было доказано в ъ n ° G 7 , в ы р а ж а ю т с я следугощимъ образомъ: 

• _ _ 1 _ 1 l 
я — dn^a' й ' 1— dn'Va ' a s — d n H a • • • • 

(*) Случай v чртпаго п v' четпаго, прл А четпомт., иоапо устранить принявши, что числа v, / в 1 
но имЬють общаго делители. 
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П о л о ж и м ъ , что число / — 2'т, где m нечетное число . П р и этомъ всегда можно найти 
ц е л о е число а больше я 1 и удовлетворяющее сравнение 

2 ' = = 2 5 - ' (мод. а ) . 

Изображая число - - - ч е р е з ъ р, получимъ 

2 - 2 н ' — — 1- p(vA н- -j'K'i). 

Т а к ъ к а к ъ /» есть четное число, то 

с п 2 2 ' а — c n s 2 ! + , а 

d n a 2*а = rfne2'+«o; 

следовательно 

а потому 

т . е . п а р а м е т р ы а и /3 будутъ повторяться периодически. Обратно, е сли п а р а м е т р ы « и (3 будутъ 
идти периодически, то 

v f f -4- *'КЧ 
rt — . _ - . 

/ 

Д е й с т в и т е л ь н о , пусть 
* .« = « . . . PV = ' Р » ; 

тогда 

2 ' ' а = ± 2™о - I - 2v/(T - ь 2 v 7 i " < \ 

где v и v ' ц е л ы я числа ; следовательно 

_ УКА-У'КЧ чК-i- >'K'i) 

где / = 2 ^ ' = р 2 , п - . 
И т а к ъ , условие интегрируемости дифференщала 

(х -+- Л) da; 

^«(а; — 1){х — а) {х — р) 
въ логаривмахъ можно выразить еще т а к и м ъ образомъ: Если при вычисленш « „ , (3, н т . д . 
по формул'амъ (»° 0 7 ) 

P l \ 1 ч - а —/3 / ' ' « V I -+-« , — / 5 , / ' 

получатся параметры а , н (3 равные соответственно « | И и (3 ) П (д > т ) , то д а л е е параметры 
будутъ у ж е повторяться , и дпффереиадалъ 

(,к-|-Л) da; 

'̂а;(я? — 1) (х—*)(х — /8) ' 
17 
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при н-которомъ зиаченш А, интегрируется въ логаривмахъ. Обратно, когда атотъ дифференщалъ 
интегрируется въ логариомахъ параметры « и (3 будутъ повторяться п е р щ и ч е с к и . 

В ъ этомъ с л у ч а е , к а к ъ намъ изв1;стпо, можно положить 

1-
(х -+• Л) dx = C\og(P-t- QVx(x — \) (х — а) (х — (3)), 

Vx(x — 1) (ж — и) (ж — р) 

где Р и Q суть функцш удовлетворяюшдя урависн.го 

Р 2 — Q'lx (х — \ ) (х — а) (х — (3) =-= постоян. 

Можно предположить, что изъ в с е х ъ р е ш е ш й этого уравнешя выбрано т о , в ъ которомъ степени 
фупкщй Р и Q будутъ самыя меньння. 

Если X — степень функщи Р будетъ нечетное число, то першдъ начнется или с ъ парамет-
ровъ а, (3 или съ параметровъ а ( , ( 3 ( . Действительно , пусть будетъ 

а — : 

и р — наименьшое число удовлетворяющее сравнешю 

2 ' = = \ (мод. X), 

которое всегда и м е е т ъ pt.Hienie; peu ien ie р = 0 исключается . Иа основаши этого сравнешя при 

а = - - , находимъ 

« г 2 2^'а — с « 2 2 а 

d n * 2<*-,а= д,п' 2а; 
следовательно 

При четныхъ v и v' получпмъ 

*р = а> h = ^ 
Т а к ъ что въ этомъ случае першдъ начнется съ чиселъ а , 8 . Если ж е X — число ч е т н о е , 

то першдъ м о ж е т ъ начаться с ъ к а к и х ъ пибудь параметровъ « m , ( З т . 

73. 
При четномъ X будетъ и м е т ь место еще одно услов.е между параметрами « и (3, которое мы 

выведемъ в ъ этомъ п ° . 
Предположивъ , что а. и (3 в е щ е с т в е н н ы е , мы заключаомъ и з ъ способа пычислеш'я фупкщй 

Р и Q ч е р е з ъ непрерывный дроби, что коеффищепты этихъ ф у н к щ и будутъ т а к ж е вещественные 
и выразятся ращопально черезъ л и (3. И з ъ уравнешя 

( 1 ) Р а — ( ) 2 ж ( ж — 1 ) (ж — а) (х — (3) =: н о с т о я и . , 

полагая ж = _ 0 , находимъ, что вторая часть этого равенства равна В 2 , если В есть значеше Р , 
при х _ = 0 . Уравнеше 

Р 2 — О 2 ж ( ж — I ) (ж — «) (ж — (3) Л 2 



р а с п а д а е т с я , к а к ъ мы увидимъ, на два следующая: 

j Р _ В = ± Q\ х{х — б ) 

( 2 ) j Р + В = ± 1 ) ( * - « ) , 

гд* 0,(>8 = <?• 
Можно нринять , что к о е ф ф и щ е н т ъ высшаго члена Р положительный, потому что въ иро -

тивномъ с л у ч а е можно было бы переменить Р н а — Р . В ъ этомъ предаоложешп въ уравнешлхъ 
( 2 ) придется удержать знакъ - н ; т а к ъ что оне иринимаютъ видъ 

Р — В — Q\ х(х — (3) 

Р ч - В = Q;{x — i) ( я - ос). 

Эти уравнения могутъ быть выведены изъ ( 1 ) при номощн следующаго р а з с у ж д е ш и : 
Ф у н к ц ш Р — В и Р ч - В не имеютъ общаго делителя , потому что иначе такой делитель 

разделил* бы ихъ разность, что, очевидно, невозможно; такъ что Р должно разлагаться на два 
множителя Q( и неимеющихъ общихъ д е л и т е л е й . 

Одинъ изъ квадратовъ 
<?;, 01 

напр . 0\, долженъ делить ф у н к щ ю Р — В , а другой Р ч - В. 
Что касается до произведена 

х(х — ']) (х — а) (х — (3), 

которое м ы будемъ означать черезъ Вх, то относительно его можно сделать два предположсшп 
Т а к ъ какъ Р ф у н к щ я четной степени , равно к а к ъ и функщи Q], то множители Rx 

должны входить или в с е въ одну и з ъ функцШ 

Р — В, Р ч - В 

или два в ъ одну, а два въ другую; нри этомъ множитель х входитъ в ъ Р — В; потому что Р 
обращается въ В, нри x=zO. Перваго п р е д п о л о ж е н а сделать нельзя , потому что оно ирнвело 
бы к ъ уравиешнмъ 

P — B = Q\Rx 

P-+-B = Q\, 
изъ которыхъ получилось бы т а к о е : 

Ql — ()2 R(x) = 2Ii 

ш, следовательно, Р и Q не, были бы функщями наименьшей степени удовлетворяющими уравне-
шю ( 1 ) , потому что тому ж е уравнение удовлетворяютъ Q2 и Qv 

Относительно втораго предиоложешя з а м е т и м ъ , что въ функщю Р — В долженъ входить, 
17* 



к р о и в множителя ж , еще множитель х — (3, а ли х — 1 и ии х — л . Въ самомъ д е л е поло-
ж и м ъ , что въ функцию Р — В входить одшгь изъ множителей х — я, х — ] , напр. х — \. 
М ы получимъ тогда уравнен.я 

р — В = Q* х{х — 1 ) 

Р + й = Q\{x — а) (х — (3), 

певозможность которыхъ можио обнаружить давая х различный значешя . 

Если О < х < \, 
т о , ио предыдущим*, уравнешнмъ , 

Р < В и Р > — В, 

следовательно В > 0 . 
Если 

то 
а < х < (3, 

Р > / Г и Р < — й ; 

следовательно _. < О, 
а въ этомъ заключается противоречие. 

Точно т а к ж е обнаруживается невозможность уравнешй 

Р — B = Q] х(х — а) 

. Р - н Я = 0 » ( _ - 1 ) ( ж - ( 3 ) . 

Следовательно должны иметь место уравне.ля 

I P — B = Q*x(x — p) 
( 3 ) 

Т а к ъ какъ коеффищенты ф у н к щ и i J выражаются ращонально черезъ а. и /3, .то изъ урав­
нешй (3) с л е д у е т ъ , что и коеффищенты (>. и ( ) 2 выразятся ращонально в ъ « н [3. 

Положивъ в ъ у р а в н е т я х ъ ( 3 ) последовательно х — 1 и х = а. и обозначивъ черезъ ( > , ' 
и Qt" зиачен .я функщи Qt при этихъ величинах!, х, получимъ 

- 2В = Q'\\. - (3) 

- 2 Л = ( > / > - (3) « ; 
следовательно 

1 ( / 3_1) О . 'С» . " - «(/з — 1) 

т . е 
• / й — а . 

• у , ^ _ в ы р а ж а е т с я ращонально черезъ « и (3. 
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Мы видели выше (н° 6 9 ) , что дополнительный модуль и н т е г р а л а 

Г (х Л) dx 

J Vx(x ~1)(х - *)(х- р) 

в ы р а ж а е т с я въ иараметрахъ « . и (3 т а к и м ъ образомъ: 

И т а к ъ к' = ± — т г т г 

в ы р а ж а е т с я ращонально въ а и (3. 

74. 

Т е п е р ь мы нереходнмъ къ р е ш е ш ю вопроса поетавленнаго въ и " 6 1 : 
Узнать при помощи конечпаю числа д/ыЧствШ интегрируется ли въ логаривмахъ 

дифференцшль 
(х A) dx 

Vx{x — 1) (х — « ) ( ж — ft) 

Всевозможныя значенш ш (3 можно разделить на три класса : 
1) К ъ первому классу отнесемъ т а ш я з н а ч е ш я я и'(3, между которыми и е т ъ ни одной з а ­

висимости вида 
( 1 ) (3) = О, 

г д * F ц е л а я ф у н к щ я с ъ целыми к о е ф ф и щ е н т а м п . Дифференщалъ с ъ такими параметрами с п (3 
исиитегрируется въ логаривмахъ, потому что в ъ противпомъ с л у ч а е , к а к ъ было доказано въ 
п° 7 1 должно существовать между « и /3 у р а в н е ш е вида ( 1 ) . 

2 ) Ко второму классу мы причисляемъ з н а ч е ш я параметровъ « и (3, между которыми и м е ­
ю т ъ место только т а ш я уравнешя 

yF(a. (3) = О 

с ъ целыми коеффищентамп, которыя будутъ следств1емъ одного уравнешя 

?(*, I3) - . 0 

съ ц е л ы м и коеффищентами; т а к ъ , что / ' ( « , (3) алгебраически делится на <р(«, (3). 
И з ъ этого с л е д у е т ъ , что <р(а, (3) неделится ни на какую ц е л у ю ф у н к щ ю а, (3 с ъ целыми 

коеффищентами степени низшей, потому что иначе можно было бы между а и (3 составить у р а в ­
неше съ целыми к о е ф ф и щ е н т а м и , первая ч а с т ь котораго не делилась б ы на tp(«, (3). 

Вместо параметровъ а и (3 м ы въ этомъ с л у ч а е раземотримъ д р у п е & и t, связаииые с ъ а и 
(3 уравпешями ч 
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я л и , что т о ж е самое , уравиешями 

к — Т р - \ > ' — р 

Всякому уравнеиио съ целыми кооффищентами между « и (3 будетъ соответствовать т а к ж е 
уравпоше с ъ целыми коеффищентами между к? к t п обратно. Поэтому въ разсматриваемомъ 
с л у ч а е в с е уравнен.я съ целыми коеффищентами , которымъ удовлетворяютъ значешя /с 2 и (, 
соответствующий даинымъ значешямъ а и /3 , будутъ следств1емъ одного у р а в н е ш я 

. = 0 -

Т а к ъ что если мы найдемъ какое нибудь у р а в п е ш е 

Л М 8 ) = о 

с ъ целыми коеффищеитами, которому удовлетворяютъ известный значен.я /с 2 и ., то функщ'л 
/ " Д . , It1) должна алгебраически разделиться на ср . ( . , / с 2 ) . 

Если дифференщалъ съ параметрами а и (3 интегрируется въ логариомахъ, т о , какъ намъ 
известно , 

., v/Г -+• у'К'г , — , , г . 

Относительно чиселъ v, •/ и А можно принять, что оне не и м е ю т ъ общаго д е л и т е л я . 
В ъ этомъ случае (см. Прибавление) /с 2 и t удовлетворяютъ уравнение съ целыми коеффищ­

еитами 
ф{1, /£ 3) = О 

степени -Y ( '1 ^ r - ) (-1 ^ г - ) ; " • ' ( i ) относительно t, где р , , р а . . . . р . 

все простыя нечетный числа делания / . 

Т а к ъ какъ ф(1, /с 2 ) не делится ни на какую целую фуцкщю l и к'1 с ъ целыми коеффищен­
тами степени низшей, то Ф(1, /с 2 ) можетъ отличаться только ностояннымъ множителемъ отъ 

И т а к ъ обозначая черезъ ,« стенень ф у н к щ и с , ( . , /с2) относительно нолучимъ 

, = + 0 - - ^ ) 0 - ^ ) - - - ( . - ^ > 

Т а к ъ к а к ъ р . , />-. . . . . числа не менышя 3 , то 

1 2 
•1 \ _ - _ 

Pi' PI 

• 1 > -I-

и т . д . ; 



следовательно 
Н > 2 - ' ? . 

Pilh 
а потому р > X. 
И т а к ъ найден* в м с т Ш п р е д е л * для Я. 

Обращаясь т е п е р ь к ъ вычисление параметровъ а { , ( 3 ( | д 2 , | 3 8 . . . . по формулам* 

1 \ » 

II Т. Д. 
или , что все равно, по формуламъ 

1» *п > Pi < <to.s 2 а ' ^ 1 ли' 2 а 

1 

где а = 7 , м ы з а м е т и м ъ , что число р а з л и ч н ы х ъ с и с т е м * п а р а м е т р о в * 

К , 8 , ) , ( « „ |3 2) 
не превзойдетъ X. 

Действительно , число различныхъ остатковъ отъ д е л е ш я степеней 

2 , 2\ 2 3 . . . . 

на Я не м о ж е т * превзойдти X. Но к а к * только две степени 2 н а п р . 2 5 и 2 г будутъ сравнимы 
по модулю X, т а к ъ 

« , + , = р \ - , . ( = ( З е ч „ 

и т . л . 

и параметры начнут* повторяться иерюдически. 
И т а к * число различных* с и с т е м * 

К . Р \ ) . К - P s ) 
въ с л у ч а е и х * пертди чности не превосходит* высшаго предела для X т . с. /х. Если число вычис ­
л е н н ы х * с и с т е м * параметровъ превосходить ft и периодичности не обнаруживается , то предложен­
ный д и ф ф е р е н щ а л ъ неинтегрируется в ъ логариомахъ . 
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3) Т е п е р ь мы перейдемъ к ъ тому случаю, когда между параметрами а п (3 существуетъ по 
крайней м е р е два ypaniieuia съ целыми коеффищентами 

F(*, 6 ) = О 

/ ' > , б ) = 0 , 

где F и Ft Tie имеютъ общаго делителя . 
Тогда изъ этихъ двухъ уравпешй можно исключить сначала одипъ параметре напр. (3 и по­

лучить уравнеше 
? ( « ) = 0 , 

где ср(«) есть ц е л а я функщя съ целыми коеффищентами . Точно т а к ж е исключая изъ т е х ъ же 
уравнений л, получимъ уравнеше 

? 1 ( ( 3 ) = 0 
с ъ целыми коеффищентами. 

7 5 . 

Д о к а ж е м ъ сначала что а и (3 можно выразить р а щ о и а л ы ш м и функщями с ъ целыми коеф­
фищентами отъ одного корня V некотораго уравиешя 

F(v) ~ О 
с ъ целыми коеффищентами . . 

Действитсльио положимъ, что 
в — о я н - Ьб 

где а п b — как1я нибудь ц е л ы я числа . 

Пусть я , я 4 , « ? . . . . am_t 

б у д у п . все корни уравнеше! 
? ( « ) = О 

» /з, fi.f,e2....fV( 

в с е корни уравнен! я 
? | ( б ) = 0 . 

Положимъ, что 
t) — аа - I - Щ 

«»-. = а«№-,-+- *0 
vm = аа ч- ^ 



будутъ всевозможный значешя v для вс1;хъ корней уравнешй 

* ( « ) = 0 , Ьф) = 0 . 

И з в е с т н о , что т\>. колнчествъ 

"i ' | ' '• i • • • • "m/i— I 

удовлетворяютъ одному ypanneniio с ъ ц е л ы м и коеффищентами 

/ < » = 0 . 
Т е п е р ь составили, новое количество 

to = а'л ч - Ь'(4, 

предполагая , что а', V целыя числа и определитель аЬ' — а'Ь не равенъ нулю. 
Л е г к о п о к а з а т ь , что to в ы р а ж а е т с я ращонально черезъ и . З а м е ч а я , что 

W ч ~ го, •+ - «'г ч - . . . . Ч - 10 
ту.— 

1 

VW - 1 - DjtO, ч - t > s w a ч - . . . . Ч - ?' 
1/1 jj.— 1 

\ 

10 

V'tt- ч - »*«>, —J— t \ ; u ' 0 ч - . . 
0 

. . Ч - W" 
mfj.— I 

W 
VI р.— 1 

' № Ч - 1 ) 7 " . . ч -

где го, wt н.< . . . . озпачаютъ в с е з н а ч е ш я м>, равны изпестнымт. ршцоналг.ныиъ чнсламъ, мы 
получимъ тр. линейныхъ уравнешй относительно 

1 Г , ?.о 

пзъ которыхъ но нзпестному способу пыподпмъ 

'/>(«) </'(«,) 

" = Ж ' , " < г : Ж , , и ' 
'/>(.>) о з н а ч а е т ъ здесь целую фупкщю съ ращопальными к о е ф ф и щ е н т а м и , a F'(v) первую производ­
ную отъ F(v) 

Числа а и Ь можно выбрать т а к и м ъ образомъ , чтобы у р а в п е ш е 

F(v) = О 

не имело равныхъ корней , если ихъ не и м е ю т ъ уравнешя 

? ( « ) = О , = о , 

что всегда можно предположить . Поатому пи одно и з ъ количеств! . 

F'(v), *>,), /<>,) 
не б у д е т ъ равно нулю. 

18 
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И з ъ равенстпъ 

v — ас. и - 6 8 

w= a ' a - i - b'fi 
найдемъ * н Й въ пид1: ращ'оннльиыхъ функщ'й отъ ?;. 

Понятно, что y p a B i i e i i i e 

F(v) = О 

можно считать непрнводпмымъ, потому что иначе вместо функщи F можно было бы взять одинъ 
пзъ ея неприводимых* делителей . 

К р о м е того известно , что уравнеше 

F(v) = О 

можетъ быть преобразовано т а к ъ , что коеффищентъ у пысшаго члена будетъ единица. 

7 6 . 

Въ атомъ п° и въ следу гощпхъ мы решпмъ нашу задачу относительно дифферепщала 

, . . (х -и A) dx 

* ' Vx(X—Т)'(аГ— а)" (Ж — (••) 

для того с л у ч а я , когда а. и 8 выражаются рацшпальпымп фупкщями одного параметра v ( ' ) , 
удовлетво])яющаго уравнение п-ii степени 

F(v) — О 

с ъ ц е л ы м и коеъфпщеитамп (причем* первый изъ нихъ равеиъ е д и н и ц е ) . 
К р о м е того мы допустим*, что F(v) не принадлежит* къ числу т е х * ф у н к ц ш , которыя 

были исключены в * I I I - й главе этого с о ч и н е ш я , при пзложешп Tcopin комплексных* чисел* . Если 
д и ф ф е р е н щ а л ъ ( I ) интегрируется в * л о г а р и о м а х ъ , то можно положить , к а к ъ намъ известно, что 

Г ( а ! A ) d x . . . = С ЩР - Ь Q\/':rh: — У ) ' ( ж — «) (ж - ( b ) ) , 

где Р и Q суть функщи удовлетворяющая уравнение 

Р 2 — С*2 ж ( # — 4 ) (ж — а ) (ж — й ) = ностояи . 

Допустим* , что и з * всехъ решенШ этого уравнешя выбрано т о , в * котором* функцш Р п Q 
будутъ наименьшей степени . Мы увидимъ , что в ъ томъ с л у ч а е , когда Р будетъ полипомъ четной 
степени, можно, при помощи несколькнхъ преобразованШ п" 6 4 , з аменить данный диффершпи'алъ 
другим*, для котораго функщя соответствующая Р будетъ уже нечетной степени . 

(*) Зд'Ьсг. подрпяумйпаются, коисшо, рпщппплмгш! футгкцт ст. целыми кооффпщтгтами. 
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В ъ я 0 7Н было доказано, ч т о , при четной степени полинома Р, не только я h /3 , но и вели­
чина 

в ы р а ж а е т с я ращонально черезъ У. Поэтому преобразуя данный д н ф ф е р е п щ а л ъ но формуламъ 
«° получпмъ д и ф ф е р е н щ а л ъ 

(г + Д) (lz 
v ' * ( s - 1 ) ( c - ? ) ( s - T ) ' ' 

въ которомъ параметры 
I ) - v v y «((,з _ I) f - i)« 

^ — V У (1 - 1 - « - , ч ) а 

будутъ т а к ж е ращональиыми ф у н к щ я м и г>. 
Пусть 

гд'Ь Р , н (>, суть ц'Ьлыя (функщи г с а м ы х ъ менынихъ с т е п е н е й , удовлетворяют!я уравнеи'но 

P'i — Q] я{* — 1 ) (« — 5) ( г — v?) = постояв . 

Если jP, — четной степени, то ие только \ и vf, uo и величина 

« , — у $(„ — 1) 

в ы р а ж а е т с я ращонально черезъ г>. Потомъ переходпмъ к ъ д п ф ф е р е н щ а л у 

_ [z,-t-Ji,)d:-{ _ ( 

Vzt(z~-\){z7- - V J 

гд'Ь' п а р а м е т р ы £ . , ч, выражаются ращонально черезъ и и т . д. 
Разсматриваемоо п р е о б р а з о в а т е пе прилагается только въ томъ случат . , когда параметры 

Х- н /?, удовлетворяютъ условно 

В ъ этомъ с л у ч а е , к а к ъ мы видели , и н т е г р а л ъ 

j ' _ ( s , - I - й.) (/-:,• 

берется непосредственно в ъ логариомахъ. 
Исключая этотъ случай , мы д о к а ж е м ъ , что , ири вычислена! величннъ ft,', / с а ' . . . . по 

| |юрмуламъ 

1. I * v '' /, / - v,t» 
h \ — l -i- к'' a — "1 -i- fc.' 18* 
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н ы непременно дойдем* до величины / с т ' которая у ж е не будетъ выражаться рацшнально черезъ v. 
Поэтому, если инте1'ралъ 

в ы р а ж а е т с я въ ло гарномахъ , т о онъ д о л ж е н ъ и р е д с т а в л п т ь с н нодъ впдомъ 

6", l o g ( P 5 - b O , V / * , _ , ( * , _ , — Я ( « , _ , — С ) (**_ , - V - , ) ) , 

где / ' 5 ф у н к щ я нечетной степени . 
Для доказательства того , что мы всегда дойдемъ, после копечпаго числа действш, до такой 

величины / с . ' , мы воспользуемсяTeopie io комплексныхъ чиселъ , изложенной въ предыдущей главе . 

7 7 . 
Положим* 

где Л и В ц е л ы я комплексный числа относительно v. Обозначить ч е р е з ъ d—гущеетвующШ или 
идеальный наибольшш делитель этнхъ ч и с е л ъ , т а к ъ что 

Л — da, В = db, 

где а и b существуюнпя или идеальный комплексный числа, пеименнщн общаго д е л и т е л я . Мы 
и м е е м * 

, , 2 /77" _ _ 2 - /17Г 2V~ab 
к \ 1-i-ft' ~" Л-х- В tt-i- О 

Т а к ъ к а к ъ / с , ' выражается рацшнально черезъ « д о у / Л В должен* быть ц е л ы м * комплекс­
н ы м * числом* (/г" 5 2 ) . 

Положив* теперь 
Л, — 2\/ЛВ, В, — Л - 1 В, 

получим* 

'"I — 

Очевидно, что d е сть т а к ж е общш делитель чиселъ .-I, и В , ; следовательно можно положить 
.4 , = dat, В , = dbt, 

]'де числа 
а , = 2 l / a / > , 6 ( = а - ь b 

могут* и м е т ь общими делителями только существуюнце или идеальные множители числа 2 . Про­
должая в ы ч и с л е н а д а л е е , мы получим* обип'н формулы 



Идеальные обнце делители чнеелъ а и Ь„ могутъ состоять только изъ нростыхъ множите­
лей числа 2 . Т а к ъ какъ нее числа 

a, b, u , , bv а,,, Ь., . . . . 

будучи умножены на d даштъ въ произведош'и существующая комплексный ч и с л а , то вс1; оне при-
надлежатъ къ одному классу идеальныхъ ч и с е л ъ . Т е п е р ь мы разсмотримъ несколько с л у ч а е в ъ . 

1) Д о н у с т и м ъ с н а ч а л а , что а или b делится на некоторый простой идеальный множитель / '(«) 
обыкиовеннаго нростаго печетнаго числа. Изобразим'!, черезъ А п о к а з а т е л ь , с ъ которымъ входить 
з тотъ множитель въ а или Ь; з тотъ показатель долженъ быть числомъ чстнымъ для того , чтобы 

а, = 2\/аТ 
было ц е л ы м ъ комплекснымъ числомъ. П у с т ь 

л ==_= , 
где А, нечетное число. Очевидно, что множитель / ' (о) вопдетъ нъ о , -~-,-r. е . 2 s " 1 / ! , разъ и не 

войдетъ совсемъ въ bt, въ а., 2Я~ ' Л , разъ и т . д . н , наконоцъ, въ а—Л., р а з ъ ; т а к ъ что « , , у ж е 
не м о ж е т ъ быть ц е л ы м ъ комплекснымъ числомъ . 

2 ) П о л о ж п м ъ , что числа а и b состоптъ только изъ множителей числа 2 и и з ъ комплекс­
ныхъ едипицъ. П у с т ь 3 будотъ идинъ изъ нростыхъ множителей 2 , иходнщнхъ въ одно изъ чнеелъ 

а или b q р а з ъ , а въ число 2 — т р а з ъ ; тогда въ а , 3 войдетъ т - н р а з ъ ; следоват . q должно 

быть четпымъ числомъ; въ 6 , 3 с о в с е м ъ не в о й д е т ъ . В ъ а 2 3 войдотъ 2т - + - - — р а з ъ и не 

войдетъ совсемъ въ 6 2 и т . д. Вообще въ «, А 3 войдетъ 2т -ь ^ т р а з ъ ; е с л и q н е р а в н о 2т, 
, , il — 2т . то всегда число р. можно выбрать т а к и м ъ образомъ , что — ^ — о у д е т ъ и е ч е т н ы и ъ числомъ, а 

въ такомъ п р е д п о л о ж е н ^ а +> у ж е не будотъ ц е л ы м ъ комплекснымъ числомъ. 
3 ) Т е п е р ь разсмотримъ случай q — 2т т . е . когда каждый и з ъ п р о с т ы х ъ множителей 

числа 2 делнщпхъ одно изъ чиселъ а или b входить в ъ это число с ъ показатслемъ въ два раза 
большимъ, ч е м ъ нъ число 2 . Мы увидимъ, что определяя въ этомъ с л у ч а е числа 

« Q > 6 2 > «j> 6 з • • • • 

мы нридемъ или къ одному нзъ прежде разобранныхъ с л у ч а е в ъ , или будемъ все получать модули 

равные ц е л ы м ъ комплекснымъ чнсламъ. 
В ъ самомъ д е л е , число 2 мы м о ж е м ъ ирвдетавить подъ видомъ 



где •/, состоит* изъ т е х * простых* идеальныхъ множителей , которые д е л я т * и ИЛИ Ь, а у , содер­
житъ TOKie множители 2 , на которые не делится ни и , ни Ь. По предположение будешь иметь 

аЬ = •/;£, 

где г — комплексная единица; следовательно 

« , = 2 у / а & = у ; - / , / , , 

.дН г ( — т а к ж е комплексная единица. 
Число а , = а - i - 6 не содержитъ , очевидно, те.\ 'ь иростых'ь множителей 2 , которые вхо­

дятъ въ у . Чтобы не иридти къ случаямъ прежде разобраниымъ мы м о ж е м ъ , к а к ъ легко видеть , 
сделать только два предположена относительно а ( : это число можетъ быть или вида yUt, где 
/ ) , — к о м п л е к с н а я единица, или вида потому что иначе числа at и 6 , , по сокращенш на пхъ 
общаго иаибольшаго делители , принадлежали бы к ъ т а к п м ъ , которыя были разобраны. Изследуомъ 
каждое изъ этихъ ир'едиоложенш отдельно. 

а) 6 , = При этомъ 

«, = 2\/a~b~, = 2*-/У^77 = 2 а - М г 

где £ а — комплексная единица и 

о* = о , - + - Л, = - / 2 ( у ; £ ) ч- у 2 / , , ) . 

Т а к ъ какъ y'je, -+- у*-/), пе содержитъ , очевидно, ни одного множителя 2 , т о , чтобы не 
получить прежде разобранных* случаевъ , придется положить y';e, - i - y ^ / j , р а в н ы м * комплексной 
единице т,л. И т а к ъ 

Совершенно т а к и м * ж е образомъ убедимся , что 

«з = 2 \h 
6 , = y , v , 3 , 

где Е 3 н « а — комплексиыя единицы и т . д . 
Поэтому 

будутъ равны ц е л ы м ъ комнлексиымъ ч и с л а м * . 
]>) 6 , = y 2 - / i , . При этом* 

где е 2 — комплексная единица и . 

6 2 = tt| -+- 6 , = у а ( у - ; £ | :-|- V I , ) . 



Т а к ъ к а к ъ y j i , -+- г,{ не содержитъ нростыхъ множителей 2 входящих!, пъ у , , т о , чтобы 
не получить с л у ч а е т , у ж е разобраниыхъ , придется положпть 

гд1; V J 2 — комплексная единица. 
И т а т . 

. Р а з с у ж д а я подобнымъ же образомъ пайдемъ , что 

Е . и у ) 3 комплекспыя единицы и т . д. Поэтому 

будутт. равны ц е л ы м ъ комплексным!, ч н с л а м ъ . ГЬ. следующем!. п ° мы д о к а ж е м ъ , что число т а -
кнхъ ч н е е л ъ ограниченное . 

А) П о л о ж п м ъ , наконецъ , что а и 6 равны комплекснымъ едпницамъ. Т а к ъ к а к ъ \/ab дол-
женъ быть ц е л ы м ъ комплекснымъ числомъ, то онъ будетъ равенъ комплексной единице . Если 
число А. содержитъ какой нибудь простой идеальный множитель проста го иечетнаго числа , а т а к ж е 
если а ~ ь b не будетъ делиться хотя п а о д н и ъ простой множитель числа 2 , то разематрпваемыи 
случай сведется к ъ прежннмъ случаям! . , для этого стоить только взять в м е с т о а и b а , и 6 . . 
И т а к ъ надобно п р и н я т ь , что a - i - b состоить изъ всехъ простыхъ множителе! , числа 2 . Пусть о 
будетъ одппъ изъ этихъ множителей входящпхъ в ъ 2 съ показателемъ т, а пъ а -л~ b с ъ пока-
зателемъ 

П о л а г а я , при т > р., 

имеемъ 

at — ol'ai', А, = <.•"/;/ 

с , = 5'%', fts = 

а 1 — ~ г/* ' - — IF-

Т а к ъ как! , а , ' делится на «3, а А / — н е д е л и т с я , то мы опять нриходимъ ко 2 - м у случаю, 
только 

а, Ь, а,,, А, . . , . 
надобно з а м е н и т ь черезъ 

а.' А . ' , о . ' . А Л . . 



Совершенно т а к ж е , п о л а г а я , при т < р., 

« 4 = д м а / , Л, = d M u a ' 

нашли б ы , что этотъ случай сводится ко 2-му или 3 - м у . 
Поэтому остается предположить, что всякш простой множитель числа 2 входить съ тт.мъ 

же показателемъ пъ число а -*- b к акъ и въ 2 . 

Тогда OTiioi i ieHie — б у д е т ъ равняться комплексной единиц!;. И т а к ъ величины 

''• — 1Г> к* — ~и~ 
равны комплексным!, единицамъ. 

Т а к ъ что разсматриваемый случай только тогда не сводится к ъ предыдущим!. , когда величины 

ti, л/ , V • • • • 
будутъ выходить равными комплексным* единицамъ т . е . ц ь л ы м ъ комплексным-!, ч и с л а м * . 

78. 
Т е п е р ь мы д о к а ж е м * , что пе м о ж е т * существовать безконечнаго множества п п л ы х е ком­

плексных* ч и с е л * / t ; ' , /,:/ , находящихся въ зависимости 

" ... _ 8*'*УГ. 
" /'••!•• — 1 - . -

где р -— какое нибудь целое число большее X. 

З н а ч е ш я А / , /.•'•.,., 

соответствуют!я одному корню уравнешя 
F(v) = О, 

какъ дополнительные модули вещественных* эллиптических* интегралов* , будут* вещественный 
положительный и менышл единицы. Точно т а к ж е к а к ъ и значешя 

З а м е ч а я , что эти последшл количества суть т а к ж е ц е л ы я комплексный ч и с л а , ноложимъ 

= - в?. = 3 " т . я-

где ц е л ы я комплексный числа 



будутъ находиться между собою пъ такой зависимости: 

И з ъ этого урависшя получаются два з н а ч е ш я н з ъ . ш п ъ м ы выбираемъ т о , которое при 
и з в е с т н о м * корне y p a B i i e i i i f l 

• F[v) = О , 
будетъ п о д о ж н т е л ь п ы м ъ 

М ы допустпмъ, что действительно с у щ с е т в у е т ъ неопределенно большое число ц е л ы х ъ ком­
п л е к с н ы х ъ чпселъ 

г, е,, s9 . . . . 
и д о к а ж е м ъ , что вследств!е этого я в л я е т с я п р о т и в о р е ч а . П р е д с т а в н л ъ с е б е для каждаго числа 
в с е его сопряженный з н а ч е ш я , с о о т в е т с т в у ю т ! я остальиымъ кориямъ у р а в н е ш я 

F(v) = О , 

степень котораго мы означили выше ч е р е з ъ п. Т а к ъ что получится п рядовъ величпнъ 

?i ?(I ? д • • • • 

С, С 

е", с/ ' , ?„"• • '• •. 
изъ которыхъ каждый содержитъ неопределенно большое число члецовх 

Р а з с м о т р и м ъ в ъ каждомъ изъ э т и х ъ рядовъ JV-псрвыхъ членовъ , где N произвольное число, 
и в ы к и и с м ъ пзъ совокупности 

К, £,, С.г . . . . ?л ' -1 

£'» ?j ) . . . . С Л*— I 

Г , С , " , 5 , " . . . . Г л - _ , 

каждое количество ^ и все с ъ нимъ с о н р я ж е н н ы я , если модуль одиого и з ъ нихъ превосходит* 
гвкоторый нределъ R, который мы у к а ж е м ъ н и ж е . 

Т а к ъ что у п а с ъ останутся с и с т е м ы 

Ка'_, £/, ?./. . . '. 

С С / ' . . . . 

составлепиыя изъ к о л и ч е с т в ъ , модули которыхъ меньше Л . 
19 



Мы увпднмъ, что для R можпо выбрать т а к о е з н а ч е ш е , что число этихъ сиетсмъ превзой-
детъ в с я ш й предълъ съ увелнчешемъ числа N до безкопочиости. Одно и зъ т а к п х ъ 3IIA4EIIITI R 
будетъ положнтельпымъ корнеиъ уравнешя 

( 2 ) ' ы / ? 2 — 2 И — ы О, 

k целое чпсло, превышающее и , степень у р а в н е ш я 

F(v) = О, 
п а число большее 2 . 

Действительно , пусть модуль, р^', какой нпбудь в е л и ч и н ы , ^ , иревосходитъ Д . И з ъ формулы 

I V H > — 1 - ! - ( ; / • ' ) ) ' 

N' V ) ПР ИТТИИШЛ видно, что модуль, р;"4-,, величины сЦ., удовлетворястъ неравенству 

( 3 ) . ( ^ . ) 2 < 

потому что модуль 1 - » - ( ^ ' ) 2 

не меньше ( p j l 1 ) 2 — 1 • 
Т а к ъ какъ ф у и к щ я 

2 л 

жа— Г 

убываетъ upu увелпчешп ж, когда ж > 1 , т о , з а м е ч а я , ч т о , по предположение , 

pi : ' > л 
н Л больше единицы, получпмъ изъ неравенства ( 3 ) т а к о е : 

' •Г / /+1 . ^ л'' — 1 

Принимая во BUHMANIE, что ио уравнешю ( 2 ) 
2 « 

1F=T — м-
имеемъ 

<*) е , , ' < и = ( - ^ 1 ) ' " - - • 

' Мы докажемъ т е п е р ь , что модули в с е х ъ колнчествъ 

£ М >-(V) V(V) 

т , с . величины 
> ) > ) (V) 
Г/. + 11 Г > + а • • • • Р /л+/ ' 



будутъ меньше \ / • 

Это очевидно изъ неравенства ( 4 ) для р<£_,.. Д а л е е , изъ формулы 

т а к ъ к а к ъ 

и м е е м * 

З а м е ч а я , что • 

и л и , что т о ж е с а м о е , 

1ф) \ 2 V^u+i 

0^ , 

1 - (piv,)« Р , Л + 1 

потому ч т о р ^ , < 

мы иаходимъ (pills)3' < 
Отсюда по ( 4 ) 

( 5 ) " ' ( Р Й . . ) " , . < 
2 W ' — 2 

s Л— <-

и, следовательно , ( p j l l J 2 < 

Продолжая т е ж е р а з с у ж д е ш я , найдемъ 

2 \ 2 Л -
( р ^ ) а < ( ^ - ) 2 ^ 

следовательно . 

( Р ^ ) 3 < ^ 

и , н а к о н е ц ъ , (p£U)2 < 

Т а к и м ъ образомъ мы вндимъ, что если модуль одного изъ членовъ р я д а 

&\ $ \ 4 v l . . . . 

будетъ больше R, то модули в с е х ъ h ч л е н о в ъ , следующихъ непосредственно после этого, б у д у п 

меньше у/" ~ а - и , следовательно , меньше R. Отсюда с л е д у е т ъ , что число г в х ъ изъ коли 
чеетвъ • 

s ( ; > . . . . х % - , , • ' 
19* 
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модули к о т о р ы х ъ больше Д, не можетъ быть больше М (целое ч и с л о ) , если 

Т <м'> 
N 

за М можно принять ближайшее целое число большее — • 
Изъ сказаннаго видно, что число членовъ въ совокунности 

С, С( . . . . С]уг_/ 
С, С/ . . . . ?'JV—1 

С"> С, ' . • • . £" .v— - I , 

модули которыхъ больше Д, не превосходить числа пМ. Если мы в ы б р о с и м ъ в с е эти члены и имъ 
с о п р я ж ё н н ы е , то у насъ останутся еще количества 

С я , С/з, с , . . . . 
и йхъ с о п р я ж с и и ы я , модули которыхъ ие превосходятъ числа R. 

Число этихъ велнчннъ 
С«» С/з, S v . . . • 

Л 7 ' 
будетъ больше N—пМ. Т а к ъ какъ М есть ближайшее ц е л о е число большее — и k > то 
дг — п д о с ъ возрастан1емъ JV превзойдетъ всякое данное число. 

И т а к ъ доказано , что въ ряду комплексныхъ чиселъ 
CI С|) С а , • . • . 

будетъ сколько угодно т а к и х ъ , которыхъ модули, при в с е х ъ корияхъ уравпешя 

F(v) = О, 
будутъ меньше Д. 

Но намъ известно , что число такихъ различныхъ комплексныхъ чнеелъ ограниченное (п° 215) 
и, следовательно, некоторый изъ комнлекспыхъ чиселъ должиы п о в т о р я т ь с я , а этого , к а к ъ мы сей-
часъ увидимъ , по м о ж е т ъ случиться . 

Разсмотримъ тотъ корень уравпешя 

F(v) — О, 
при которомъ в с е величины 

С, С, t С 3 - • • • 

положительный. По формуле 

видно, что величины 
CJ i С 3 • . . . , 

оставаясь меньше единицы, возрастаю™ постоянно и , следовательно , перюдичности быть не м о ж е т ъ . 

2Sjx 
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Н е л ь з я п р е д п о л о ж и т ь , что эти величины достигнуть единицы* потому что если б ы к а к а я 
нибудь в е л и ч и н а была равна е д и н и ц е , то и в с е цредшествуювпя величины 

- ? < • • • • 

б у д у т ъ р а в н ы е д и н и ц е , и следовательно в с в модули 

к', / с / , V . . . . 

были бы равны единице . Т а к ъ к а к ъ 

ТО « = 1 , 
чего мы пе предиолагаемъ . 

7 9 . 

И з ъ предыдущаго с л е д у е т ъ , что н а м ъ достаточно только р а з с м о т р е т ь д п ф ф е р е н щ а л ы 

(х ч- Л) йх 

Vx(x — 1) (j) — а) (.С — ftf • 

и н т е г р а л ы которыхъ находятся по ф о р м у л е 

Г г ^ С 1 о Е ( Р - ь С | / ж ( ж — - I ) (х — х) (X — (3)) , 

где Р ц е л а я ф у н к щ я нечетной с т е п е н и . 
Н а м ъ известно , что вычисляя в ъ этомъ с л у ч а е параметры af, ( 3 ( , а а , б 2 и т . д. по 

формуламъ 

I — V. 1 - н /3 — к. / ' lJ<. — V 1 -I- а — /3 ) 

. е< - 1 У 2 я / - н
 / 3 1 - 1 V 

•2 — V. 1 Н- ft , - « , / ' 1 2 — V 1 •+- «, - ft, У 

м ы придемъ снова к ъ ц а р а м е т р а м ъ а { , ( 3 , , и з а т е м ъ п а р а м е т р ы н а ч п у т ъ повторяться периодически, 
Ч т о б ы найти пределъ для чпсла членовъ н е р ю д а , м ы снова воспользуемся Teopieio комплексныхъ 
ч и с е л ъ . 

П о л о ж и м ъ опять , что а и (3 в ы р а ж е п ы рац'юнальными функщями одного параметра г>, удов -
летворяющаго неприводимому уравнение 

F(v) = О 
степени п . 

Очевидно, что в с е параметры 

< V Z3,. a v Ра 11 т ' л> 

в ы р а з я т с я р а щ о н а л ы ю черезъ v. 



— 1 5 0 ^ -

П о л о ж п м ъ , что 

т ' I р ' 

гдЬ /, « 1 , ; ; , — некоторый ц е л ы я комплексный числа ; т а к ъ что а и (3 приведены к ъ общему 
числителю. П у с т ь вообще 

г.- д _ А . 
Тогда по общимъ формуламъ 

•'+« ~ V. 1 -+ ,з, - «, ) ' 1 '+< V 1 -t- «( - (3, У 
будемъ иметь 

= (hmi-*~ hlh — miPi)* 

1 И ( + 1 = - ( п » . р , . ч - от,/,, — pjf 

Пзъ этпхъ формулъ выводятся так1я: 

( — 7 > , , м = 4 / , m j > , (/, — р , ) ; 
следовательно 

(3 ) — mUl = 4 , + 7 / ( Z.mm, . . . . . . . . р Д / — т) 

—Р-м = Л" 1 "^ • • • -m<PPi • • • P,il — P)-

И з ъ формулъ ( 3 ) и ( 4 ) находимъ 

С , - - , - " ' . ч - , ) (1-Р)- (I,,-, ~Pi+.) ( / - » » ) = 0 
т . е . 

( о ) / , + , ( > и — j?) ч- m^Jp — I) н- — т ) = 0 . 
При помощи этихъ cooTiioiueiiiii между числами можно п о к а з а т ь , что, если 

какой пибудь простой 'идеальный множитель d, педелящШ числа 2 , д е л и т ъ два кашя пибудь изъ 
чиселъ 

m.+l, pi+l, 

то оиъ делитъ т а к ж е и два к а ш пибудь изъ чиселъ 

Я1„ р{. 

Положимъ, н а п р и м е р ъ , что d д е л п т ъ mi+) npi+l \ в ъ такомъ с л у ч а е и разность 

ro,H-J',+ l = ' i / f f l , . l ) , . ( f f l - ] ) , ) 

делится на d. Поэтому d делитъ одио изъ чнеелъ 

Щ> Pi> т< — Pr 
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Е с л и мы допустимъ, что d д е л и т * 1{, то изъ формулы 

увидимъ, что онъ д е л и т * т а к ж е и и»,-р,-, потому что и mi+l — . д е л я т с я иа d\ т а к ъ что одно 
изъ ч и с е л ъ mv р- делится на d, которое т а к и м ъ образом* д е л и т ь по крайней м е р е два пзъ ч и с е л ъ 
L, иг,., р{. Т о ж е самое нашли б ы , д о п у с т и в ъ , что на d делится не I., а от,, и л и р , . . Н а к о п е ц ъ , п р и ­
нимая , что на d делится т. — р{, и зъ той ж е формулы 

н а й д е м ъ , что m,.p t. и , следовательно, одно изъ ч и с е л ъ т{, р{ д е л и т с я на d. Т а к ъ к а к ъ разность 
т{ — pt т а к ж е делится на d, то d д е л и т ь к а ж д о е и зъ чиселъ т{ и р,., И т а к ъ доказано, что во 
всякомъ с л у ч а е два и з ъ ч и с е л ъ , 

делятся на d. Отсюда с л е д у е т ъ , что d д в л и т ъ по крайней м е р е два пзъ ч и с е л ъ 

Щ-,, Pi-, 

и т . д. Продолжая разсуждать т а к и м ъ образомъ д а л е е , п о к а ж е м ъ , что d д е л и т ъ по крайней м е р е 
два нзъ чиселъ 

I, т, р. 

И з ъ этого мы з а к л ю ч а е м * , что число простыхъ мнолштелей, которые д е л я т * разомъ два изъ 
чиселъ 

m(t pt 

всегда ограниченное . К ъ этим* м н о ж и т е л я м * , кроме делящих* 2 , м о г у т * принадлежать только 
т е ч и с л а , к о т о р ы я д е л я т * разомъ по крайней м е р е два изъ ч и с е л ъ 

/, т, р. 

Обратно , каждый общШ делитель двухъ и з ъ чиселъ 

I, т, р 
двлитъ к а ж д о е и з ъ чиселъ 

t„ 1\ -
' и , следовательно, каждое изъ чиселъ 

I, т . , р{, 
к а к ъ п о к а з ы в а ю т ъ формулы ( 1 ) 

П о л о ж и м ъ т е п е р ь , что 

|V (а; Л) dx 

J Vx(x — 1) (х — «) {х — р) 
в ы р а ж а е т с я в * л о г а р и о м а х ъ ; т а к ъ ч т о , в ы ч и с л я я п а р а м е т р ы 

<*!• р \ > <*а> К • • • > 



мы непременно придемъ к ъ параметрамъ « „ , б , , равиымъ соответственно я , , б . Поэтому будемъ 
иметь равенства 

' ' »»». f», ' "7^ я , 

Т а к ъ к а к ъ обнцй напболыпШ делитель комплексныхъ чиселъ l{, mt, р будетъ т а к ж е об-
щпмъ делптелемъ чиселъ 1а, тя, р^, то изъ равенствъ (6 ) ' получаются т а т я : 

/„ = Dlt, тв = D m , , рв = Dp,, 

г д е ! ) есть ц е л о е комплексное число . 
По замеченному в ы ш е , D можетъ д е л и т ь с я только на множители числа 2 и . н а идеальные 

множители , деляпце разомъ по крайней м е р е два изъ чиселъ I, т, р. 
И з ъ уравнбт 'я 

К — m„ = 4 ' - V s . . . . /_,»»,»»„.... т^р^. . . .;>,_,(/, — »'i> 
с л е д у е т ъ , что / 

Б == 4"_ V» C » V n a • • • • • 
Отсюда м ы заключаемъ , что въ т о и ъ с л у ч а е , когда параметры а и б повторяются першди-

чески , числа 
h •••• 1-> 

т,, »г2 т,_, 

Pr lh • • • • Р . - . . 

могутъ д е л и т ь с я только иа Taide простые идеальные множители, которые д е л я т ъ разомъ по край­
ней м е р е два и з ъ чиселъ 

• 21, 2т, 2р. 
И т а к ъ , .если одно изъ чиселъ 

' г h • •"• • 
mv тй . . . . 

вычисляемыхъ по формуламъ ( I ) , будетъ делиться иа простой идеальный множитель , неделяицй 
по крайней мере двухъ изъ чиселъ ' 

21, 2т, 2р, 

• то иершдичности параметровъ быть не м о ж е т ъ и интегралъ 

(х - н A) dx 

J Vx{x — 
не в ы р а ж а е т с я в ъ , л о г а р и о м а х ъ . 

М ы д о к а ж е м ъ , что в ъ иротивномъ с л у ч а е , п о с л е копечнаго числа действШ, мы придем* к ъ 
параметрамъ « f f , 6 f f , равиымъ соответственно д 4 , | 3 Г . 
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80. 

П у с т ь 

б у д у т ъ net . различные простые идеальные множители, д/клшшс но крайней м е р ь два пзъ чиселъ 

21, 2 т , 2р. 

И з ъ иредыдущаго видно, что въ т о м ъ случа- t , когда интеграл* 

С (х •+• Л) dot 

J \>oc(x-\){x-v)(X — ?) 

Pi 
берется п ъ логариомахъ , числа 

п р е д с т а в я т с я подъ видомъ 

('О 

где 

(Я 

/,. = . . . . Ь\% 

» и , = 8]'8? . . . . 

pt = а ^ . $*•/>., 

• / ! , , 7 7 2 . . . . -о, 

01, , 01- . . . . сл 

ц е л ы я положительный числа пли нули и М , , — комплексный единицы. Относительно по­
к а з а т е л е й ( 2 ) м ы с д е л а е м * следукищя з а м е ч а ш я : 

I . ЕСЛИ п о к а з а т е л ь какого нибудь множителя д в * одиомъ из* ч и с е л * 

I, т . , р. 

б у д е т * больше ч е м * в * двух* о с т а л ь н ы х * , то в * каждое из* чисел* 

',•+,. •»••+,. iV,-, 

этотъ м н о ж и т е л ь войдет* с * одним* и т е м * показателем* ; тоже самое будетъ и м е т ь место отно­
сительно ч и с е л * 

'м-,. "»/+.. 
и в с е х * п о с л е д у ю щ и х * с и с т е м * . 

П о л о ж и м ъ , н а п р и м е р * , что 
е, > У) , и > тл,. 

М н о ж и т е л ь войдет* в * числа 

'А. »'/Р.-
с о о т в е т с т в е н н о 

е, + 1 , , г , + " , , я , -ь ст, 

р а з ъ . По п р е д п о л о ж е н и е vj, - ь га, будетъ самое меньшее изъ трех* чисел* . 20 



И з ъ ф о р м у л * 

mi+, = if,mi miPi — W 

Pi+, = K-P.-+- liPi — m A) 2 

пидпо, что множитель д войдетъ в ъ каждое изъ чиселъ 

» и , - + 1 , pi+, 
2(-/), -+- ст,) р а з ъ , а формулы 

/,,., — ' ' » , „ - , = 4 / . » г д . ( / . — »«,) 

т . ч . , — 7 V . = 4 / , т , г ) , ( т , — /;,.) 

показываютъ , что въ каждую изъ разностей 

/,+, —«»,+,, —р1+„ — ; J M - , 

о 4 войдетъ въ степепп выше ч'Ьмъ 2 ( у ) ( -+- та,). Иа ocTiona i i in а т о г о , по формулам'!. 

/,-+, = + Pi.,-, ( W . - »',-.-,)) 2 

»»(+, = К + . Р . ч - К + , — Р « - ) ) 4 

1»,-+, = ( ^ , | - А ы — * . Ч . . ) ) * 

з а к л ю ч а е м * , что въ каждое пзъ чнеелъ 

множитель пойдетъ съ одним!, и т в м ъ же показателемъ 2*(•/!, -+- raj, а формулы 

— я»*., .= Чч-,т,ч-,Л-,.,(/.,., — »».,.,) 

Р.ч-, = 4 Z / + f m > > f p f + 1 ( w , + — я ) 

показывают* , что въ каждую изъ разностей 

множитель iJ, войдетъ съ показателем!, большнлъ 2*(-/i, и - ^ , ) . То Hie самое получите» 
тольно системы 

I».,, » » ; + „ Р.ч-» 
н слъ'дующпхъ с и с т е м ъ . 

I I . Если показатели какого нибудь множители 8 у двухъ изъ ч и с е л ъ 

lt, Щ, Pi 



раины между собою, а въ т р е т ь е й * ч и с л е показатель того и;е множители меньше, то разность 
между этими показателями будетъ меньше нзвестиаго коиечнаго п р е д е л а . 

П о л о ж и м ъ , н а п р и м е р * , что 
S, = У), > Ш , 

н д о к а ж е м ъ , что общая величина разностей 

г, — и , . — го, 

не превосходить нзвестиаго предела . 
П е р е м е н я н въ уравнешя ( о ) »/° 7 9 значекъ г -+ - '1 на получимъ 

/ , ( ?? ! / ) ) - I - » ) , ( / ) — / ) — ?н) = 0 . 

И з ъ итого равенства с л е д у е т ъ , что / ) , ( / — т) делится па о / = У / ; т а к ъ какъ р ( . содер­
ж и т ъ 3 , въ степени ci то / — »н д е л и т с я па 1 - ' " 1 . и, следовательно , е , — и , не должно п р е ­
вышать п о к а з а т е л я , с ъ которымъ д{ входитъ в ъ / — т. 

81. 

Па o c i i o B a i i i i i формулъ ( ']) предыдущаго п° параметры л. п [ii могутъ быть представлены 
подъ видомъ 

«,. = v . -

где 
и, — з;'-4'^»-"» . . . . сг 
< 8 - = д!1-'-"<<Зг--"'ы = . d s « - W s 

с у п , рацшнальныи комплексный числа , а 

Li_. _ JU_ 

комплексный единицы. 
Свойства показателей 

е, . . . . е, 

• / ) , , v? s . . . . V)s 

гаг,, ет2 . . . . г а , , 

з а м е ч е н н ы й въ предыдущем* и" , позволяют* н а м * легко доказать , чти число различных* зиачешй 

?(,, V • • • 
»„ », • • • 

ограниченное . 
20* 
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Д е й с т в и т е л ь н о , ноложимъ чти вычислено сколько угодно системъ чиселъ 

В ы к л ю ч и м * т е изъ этихъ с и с т е м ъ , въ которыхъ показатель какого нибудь множители д в* 
одном* и з * ч и с е л * 

«>/, Р; 

больше ч * м ъ в ъ двухъ другнхъ .По замеченному выше ( » " 8 0 ) , дли каждаго множители о можетъ 
быть только одна такая система . Т а к ъ что число исключенных* системъ не можетъ быть больше 
s, числа в с е х ъ множителей Я. Для каждой изъ оставшихся системъ 

какой угодно множитель 8 войдет* или с * одним* и г в м ъ же показателем* во все три числа , или 
въ одпо и з * н и х * с * показателем* меньшим* ч е м * в * два д р у п н , которыя с о д е р ж а т * его съ оди­
наковым* п о к а з а т е л е м * . Т а к * какъ въ этомъ с л у ч а е числеипыя величины разностей (п° 8 0 , II) 

г | ~ ' п \ < г а ~~
 г'ч Y's 

г | — CTi • г г — п -2 • • • • £« ~ " 

не превзойдут* и з в е с т н ы х * пределов* , то число различных* р а ц ш а л ь н ы х ъ комплексных* чисел* 

S(. = i)y-r'id't>-7'» . . . . й1'~'п' • 

ограничено. 

Т е п е р ь у ж е не трудио будет* д о к а з а т ь , что число различных* з и а ч е ш й параметровъ а . и б , 
не превосходит* некотораго предела , если и н т е г р а л * 

/' (х -I- A) dx 

J \'х{х~ !)(* — «) (я — / 3 ) 

выражается въ логариомахъ. 
• П р е ж д е всего з а м е т и м * , что модуль одного изх параметров* « , , б , , при к а ж д о м * значке г и 

при каждомъ корне уравнешя 
F(v) = О 

(параметры « . и б . суть ращоиальныя комплексный числа отъ корня этого у р а в н е ш я ) , будетъ 
меньше некотораго конечнаго чпсла А. 



— 1 5 7 -

Д е й с т в и т е л ь н о , и з ъ равенства 

которое м о ж е т ъ быть представлено нодъ видомъ 

1 _ /,« 4- — 

сл 'Ьдуетъ , что модули --- и -\- не могутъ быть разомъ какъ угодно малы , т а к ъ какъ модуль 

нри в с е х ъ корняхъ ypaBuenifi 
7<» = О 

есть величина конечная , отличная отъ пули. 
Всл'кдспн'о итого попятно, что одппъ пзъ модулей а н (Ь, не превосходить некоторого конеч-

иаго числа Л, которое можно принять болынпмъ \ , какъ дли иасъ это будетъ н у ж н о , Д л я доказатель­
ства иерюднчностн а . п (3,-мы унотребнмъ здесь т о п . ж е нр .емъ, которыиъ пользовались въ п° 7 8 . 

Разсмотримъ какое пибудь число N систсмъ параметров/ . 

| « . PI- К - I 5,, |».v-i . l V . i l 
и имъ соирнженныхъ 

К, fi'j, К . IVI К*-.. 
[*", K ' M V ' I . . . . К ' л - - ь P ' V - n ] , 

с о о т в е т с т в у ю щ и м остальным!» корнямъ у р а в п е ш я 

Т а к ъ что у иасъ получится и р я д о в ъ , п зъ которыхъ въ каждомъ N систсмъ параметровъ . 
Исключим!» изъ этой совокупности т е системы [ а * , б*] и все с ъ ними сопряженный 

Ivi 3,]. f^'^VI • • • *• 
для которыхъ модуль одного изъ чиселъ 

V $ 

превосходить некоторый пределъ 11 ( э т о т ъ нределъ мы укажемъ н и ж е ) . 
Тогда у пасъ останутся так1Я с и с т е м ы : 

К i U К - (5*1. К - К\ • • • • 
k ' , ( V ] . ' K M 3 / J . к . м . . . . 

К " . К " > • 

http://lV.il
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будутъ меньше R. 
Для чпсла R, к акъ мы теперь д о к а ж е м ъ , можно выбрать такое з н а ч е ш е , что число остав ­

шихся системъ 
К . К К , РЛ 

превзойдетъ вснкШ иред1;лъ съ увелпчешемъ Л г до с о . Одиимъ пзъ т а к и х ъ зиачешй R будеть 

Ь'1 

« = (-•1 -н I) , .. 
1 -+- -=у- - 1 

5'' , 

где Л некоторое целое число большее и , степени уравнешя 

F(v) = 0. 

Д е й с т в и т е л ь н о , положимъ, что модуль 'одиого пз ъ чиселъ а ' , 6* ( А ) , н а и р н м е р ъ б ^ , превос­
ходить R. Вычисливъ параметры а' и | 3 ^ + 1 но формуламъ 

( 2 ) 

/ « У н - , г у - 1 у 

V1 -<- г*у - «у / 
0v _ / « у - ь / а у - I у . 
IVi-i — V 1 н- «У-,з'У / 

положимъ 

И з ъ формулъ ( 2 ) находимъ 
- 1 

.1... 

— £ У-,-, — ( W y _ a y r — , 1 - a y V 
V -,3'У / (3 ) 

VI-I — "(i н- «у. - fl\,f / _ 1 -+- « у у
 -

(*) Значекъ v лс есть показатель, 

у которыхъ модули в с е х ъ чиселъ 

*„. Ч> ас< • • • • 1>и> (>Ь> fa • • • 

< , «л • • • • (V, р . ' . rv • • • 
«Л«Л «Л • • • -(V', fV'-fV'- • • 
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Б ы л о з а м е ч е н о , что модуль одного и з ъ чиселъ 

меньше А. Т а к ъ к а к ъ , но предположение, 

у. 

и, следовательно , больше А ( 1 ) , то и м е е т ъ м е с т о неравенство 

мод. а", < А. 

И з ъ формулъ ( 3 ) , принимая во в н н м а ш е , что модули велпчинъ 

мод. р > Й 

соответственно м е н ь ш е , чемъ 

а модули величинъ 

больше 

получимъ 

/8V-1 

.4-1-1 А 
п ' к ' 1 

Л 

. 1 1 
Г «у. 

I —« 
г, 

1 - А -+- I 
9 

к 
4 

, Л Я + 1 , А -I- 1 
А, • • - • ••-—.. 4-

л я 

К р о м е того по формуле (1) и м е е м ъ 

А -I - 1 
4 

следовательно модуль каждаго изъ колнчествъ е * + 1 , т £ + | меньше - р г 
Переходимт, теперь къ пычислешю следующей системы параметровъ 

Нносп вт. формулы 
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ГУ — ( «Учч ч-РУм - * У 

ШИ'ВСТО 

йхъ з н а ч е ш я 
'i -+- 1 -+- -I -»•- е ; + , , -1 -+- •/);.,.,, 

находимъ 
_ ^ У и П -»-"'V+i) 

V-i- ~ ( l + o V + i - ' V i - ) * 
(А) 

4 v y . M 0 -*-*V+,) 

Предполагая , что модуль каждаго пзъ чиселъ 
V _ V 

е,"-+ 11 "v-t-1 
меньше какого нпбудь числа г, мы находимъ по формуламъ ( 4 ) , что модули sv п у / м е н ь ш е 

4.)-(1 н - г ) 

(1 — 8г)« 

т . о. меньше IW, если 
* ( ' - « - г ) ^ и 

(1 — 2 r ) 5 ^ 
пли, и н а ч е , если 

'I > 2 4 г — 2 0 г . 
Это неравенство удовлетворяется , если г < 
Было показано выше, что модули количествъ 

меньше - р - . Поэтому м ы заключаем! . , что модули каждаго пзъ чнеелъ 

С</-1-2 * '^'/.-1-2 
I 

меньше —,ггг 
Полагая далее 

£.«+». У-ы = 1 - ь У м 

- / 3 ; , . » = ^ ^ - < 1 3 . ( 5 ; , . , = I -+- . . . 

и продолжая П ж е р а з е у ж д е ш н , найдемъ, что модуль каждаго п зъ к о л и ч е с т в ъ 

1 
оудетъ меньше -^=i, модуль каждаго изъ количеств! . 

1 V*-» '
 г'м~* 

меньше - р = т - ' и , н а к о п е к ъ , модуль каждаго изъ колнчествъ 
V V 

меньше - = г - . 
5 
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К> FI К . (3",1 . . . . [ « V . . - ! 3 V < ] , 

то число т я х ъ и зъ нихъ,- у которыхъ модуль одного изъ чиселъ больше R, пе превосходить М, 

если Л/ есть ближайшее цело 
с т е м ъ [ а ^ , (3*| въ совокупности 
если М есть ближайшее целое число большее — И з ъ сказаннаго с л е д у е т ъ , что число с и -

[*, б ] , [ « „ fi,| . . . . f V - , | 

| « * , ( 3 ' ] , [ « , ' , / 3 / ] K * - « . f 3 V - . l 

К - П - К", fV'l K ' v - „ Г»- , ] , 

у которыхъ модули одного изъ ч и с е л ъ с у , (3*р больше А., пе превосходит* пМ. 
Если мы исключим* все эти системы и и м * сопряженный, то у н а с * останутся только т е 

системы 
К. К- hi К. Р.1 • • • • 

п и м * с о п р я ж е н н ы я 

к . р . г к' , p.']. fv.p.'i • • • • 
• К ' . р л . K ' . rv i . K".rvi • • • • • ' 

у к о т о р ы х * модули в с е х * чисел* 
• • • • ft,, ел. s o . . . . 

а „ < 

„ /1 It 
не превосходят* А?. 

С л е д о в а т е л ь н о модули всехъ ч и с е л ъ 
•J V V 

/1.-1-1' / л - з /л-i-'i 

Р/м 1' ^ . -1-2 • • • • (%-»-'' 

меньше — и поэтому меньше /<. 
Т а к и м ъ образомъ, мы видимъ, что если модуль одного пзъ чиселъ av,,, (3^ будетъ больше Л , 

то въ с л е д у ю щ и х * к спстемахъ 

/ н̂.,|\ .̂+.1 • • • • К + л . .̂-i-J 
модуль каждаго п зъ ч п е е л ъ 

a / M - l ' V»-» • • • • а

л н-л 
Р/л-ц > Р/л-s • • • • &i).+h 

будетъ меньше Л . 
Отсюда с л е д у е т ъ , что если мы позьмемъ Л* последовательных!» с и с т е м ъ 
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Число этихъ системъ 
' К - к]. К (3,1, К , ( 3 С ] . . ... 

будетъ болыко 
/V — пМ 

и, следовательно , с ъ у в е л и ч е ш е м * N до ^ превзойдетъ веяное назначенное число . . 
И т а к ъ доказано, что въ ряду системъ параметровъ 

[ а , б ] . [ « ' , ( 3 ' ] , [ « " , | 3 " | . . . . 

будетъ сколько угодно т а к и х ъ , у которыхъ модули каждаго пзъ чиселъ б , при в с е х ъ корняхъ 
уравнешя 
(S) *"(«) = о, 
будутъ меньше коиечнаго предела П. 

В ъ п° 8 1 было доказано , что 

ft = S , r . , 

где т . и г,- суть комплексиыя единицы, а ?(, и S3,. — рацюнальныя комплексный числа , нмегонпя, 
несмотря на безчисленпое множество значешй г, только ограниченное число различных'!, зиачешй . 
Поэтому модули этихъ ч и с е л ъ , при в с е х ъ корняхъ уравпешя заключаются въ коиечныхъ п опре-
деленпыхъ п р е д е л а х ъ . 

Н а ocuoBanin этого свойства чиселъ 91, и S3, и того , что было доказано въ этомъ п ° относи­
тельно параметровъ « . п ( 3 . , мы заключаем! , , что существуетъ неограниченное число системъ па­
раметровъ , для которыхъ модули комплексных* одпнпцъ «т. и т, при в с е х * корнях* уравпешя 
пе будутъ больше известныхъ пределовъ . Т а к ъ к а к ъ число различныхъ комплексных* сдиппцъ, 
имеющих* упомянутое свойство — ограниченное ( » ° 2 6 ) , то легко можно вывести , что при н е ­
которых* конечных!, з и а ч е ш я х * г и р. будем* иметь 

Д е й с т в и т е л ь н о , пусть количества 

St, , S3, , «т„ т, 

имеют* соответственно р, q, г, я р а з л и ч н ы х * з н а ч е ш й . Тогда 9(,<т, и 93_т, б у д у т * иметь соот­
ветственно pr v qa различных* значенШ. Поэтому число различных* с и с т е м * (« , , б , ) , у кото­
рыхъ модули я , и (3, меньше II нри в с е х ъ корняхъ уравнешя ( о ) , не м о ж е т ъ превзойти числа pqrs-. 

И т а к ъ стоитъ только взять больше pqrs системъ (« , , (3,), у которыхъ модули « , и (3, меньше 
И при в с е х ъ корняхъ уравнешя ( К ) , чтобы мея!ду ними были по крайней м е р е две одинаковый. 

Т а к * что першдичпость параметровъ а , и (3, доказана . Мы видели выше , что першдъ нач­
нется или с * параметров* <х, (3 пли с * л , (3 . 
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8 3 . 

П г и м ъ г ы : I . Разсмотримъ интегралъ 

/' (х — A) dx 

J V х[х — 1) (х - \'3) [х — h) 

В ъ этомъ п р и м е р * 

а = {/Т, (3 = V/9 , " / ' ( * ) = и 8 — 3 , V = а. 

Л е г к о убедиться , что 
V »(/s — 1) 

но в ы р а ж а е т с я ращонально черезъ а . Поэтому обращаемся къ в ы ч и с л и т ю mt, п , . . . . 
Можно принять , что 

/ = « s , »п =• a, j) = 4 . 

По ф о р м у л а м * ( 1 ) n ° 7i) имеемъ 

/, = ( 3 -+- « s — * ) ' 2 = а 2 ( — \ - I - я - Н a ' J ) 2 

t n , = ( а - ь 3 — « 2 ) 2 = « 2 ( 1 — a - b « 2 ) 2 

= ( a 3 -4- л — 3 ) 2 = л \ \ -i- ос — «»)».. 
Т а к ъ к а к ъ 

л-(—• I -+- я - н a 2 ) = 2 s . ; ; , 
то комплексное число / с о д е р ж а т ь идеальный множитель числа 15, на который не д е л и т с я ни одно 
пзъ чиселъ 

2 / , 2т, 2р-
следовательно интегралъ 

г (х- — A) dx 

J V х(х — 1) (ж - Vl) (х — Щ 
не в ы р а ж а е т с я въ логариомахъ. 

I I . П о л о ж и м ъ 

а = 1 4 Л (3 = 12«, 

где и есть корень иоприводпмаго уравнешя 

„» - ь бг>2 — 27г> н - 3 = 0 . 

Приблизительная величина этого корпя равна О , - И 4 0 3 . Л е г к о можно у б е д и т ь с я , что 

у / д'̂ -Ц"у не в ы р а ж а е т с я ращонально ч е р е з ъ и . Действительно , м ы находимъ 

iV(0 — 1 ) = JV(-I2t» — 1 ) = 3 7 2 

7V((3 — «) N(i 2v — 1 — 4 » 2 ) = — 1 

2V« = i V ( l -+- 4 t> 2 ) : = 1 2 0 2 5 . 
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Поэтому у / jV^^] •) не есть число ращональпое и , следователь )10 , у / - ^ -^туиеможетъ 
быть рапенъ рацшнальной функщи v съ ращ'оналышмн к о е ф ф и щ е н т а м и . Иереходимъ поэтому къ 
вычисление mv п1 и т . д . Т а к ъ к а к ъ « и (3 суть целый комплексны/! числа , то можно поло­
жить 

lt = ( я - » - (3 — 1 ) а = ( 4 i r -•- 1 2 » ) а = 4 2 . 3 » ( 1 2и — J ) 

m , = (1 - ь (3 - <*)2 — ( 1 2 » — 4 г > 2 ) 2 = — 4 2 . Зг>(4г>2 — 1 2 » -+- ' I ) 

p,z= (1 -+- а — (З) 2 = ( 2 - н 4юа — 1 2 и ) 2 = — 4 ( 1 2 » — 1 ) ( 4 и 2 — -12» - i - 1 ) . 

При этихъ з п а ч е ш я х ъ тг р , пмеемъ 

/ 2 = ( / , т , ^ р , — m ^ , ) * = 4 8 . 3 s . » 3 ( l 2 » — I ) 3 ( 4 u 2 — -I2i>-+- 1 ) a 

- b w i ^ j , — / 1 ? ) , ) 2 = — 4 9 . 3 3 . u 3 ( ' l 2 < ; — l ) 2 ( 4 u 2 — I 2 W H -

•p2 = (;,,/, +р,т — / . и » , ) 3 = — 4 7 . 3 e . » a ( i 2 » — I ) 8 {W — 1 2 « н -

И з ъ этихъ формулъ с л е д у е т ъ , что 

А — A . А — А . 

И т а к ъ интегралъ I 1 < 
( * - « ) ( * - * ) 

нри назначенныхъ выше иараметрахъ а и (3, в ы р а ж а е т с я въ ло1 'ариомахъ. 



П Р И Б А В Л Е Н Ш . 

Объ уравнеп1яхъ дЪленш эллиптическихъ фуикцШ. 
8 4 . 

ЕСЛИ П будетъ какое нибудь ц е л о е нечетное число , к модуль эллиптическпхъ функщи, К 
и K'i полные э л л и п т п ч е ш е а р г у м е н т ы , т о , к а к ъ ИЗВЕСТНО, 

snlnu) = чпи - г - , 

где Ип и i\ суть ц-Ьдын функщи х — $п*и и /с 2 с ъ целыми к о е ф ф и щ е н т а м и . Степень этихъ 
п» 1 

ф у н к щ и относительно х равна — | — • 
Корни уравнешя Vn = О в ы р а ж а ю т с я формулою 

2 ЬпК -н- im'K'i 

въ которой числамъ т и ?»' надобно давать следующая значешя : 

при пг z = 0 , т ' = 1 , 2 , . . . . — 5 — 

(-и : 
при т = \ , 2 , . . . . ~ — , т'= 0 , ± 1 , d b 2 , . . . . ± — | — 

Т а к ъ что уравпеше £/„ = 0 можетъ быть заменено т а к и м ъ 

( 2 ) (п)=Щ*-*.„,,,„,)= О, 

где П о з н а ч а е т * п р о и з в е д е т е р а с п р о с т р а н е н н о е , на в с е вышеуномянутыя апачсшя m и т', и ( я ) 

ф у п к щ ю Ub, разделенную на к о с ф ф и щ е и т ъ при х—« 
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Вычисляя дискриминанту уравпешя ( 2 ) , находнмъ для иея значеше 

( — 1) » . « « . 2 « ~ 1 ^ Z 7 K ^ Z 7 . ' 
/с 5 

где /о, — дополнительный модуль. 
И з ъ этого в ы р а ж е ш я дискриминанты с л е д у е т ъ , что уравнеше £/„ — О , нри /с 2 не равномъ 

нулю или единице , не и м е е т ъ равпыхъ корней. 

8 5 . 

Если и — число сложное, то все корни •'/<'„,„,»,„. уравнешя Un — О можно распределить 
на несколько классовъ . Пусть п= dd'. М ы отнесемъ къ одному к л а с с у , соответствующему дели­
телю d числа п, нее т е корни х\т а ] ) 1,, у которыхъ общш наиболышй делитель чиселъ т, т', п 
равеиъ d'. Т а к и м ъ образомъ, разематрпвая различные делители d, составнмъ столько классовъ, 
сколько делителей п (делитель d=i и с к л ю ч а е т с я ) . Обозначнмъ черезъ <р,,(аз) — произведшие 
всЪхъ множителей х — х1т> а ш , , где хгт „ ш , относится къ классу , соответствующему делителю 
d. Очевидно, что функщя (« ) можетъ быть нри этотъ обозначена! представлена т а к ъ : 

( 1 ) ( » ) = % , ( * ) , 

1'де произведено П распространяется на в с е х ъ делителей и за нсключешемъ единицы. 
Не трудно показать , что <р,,(х) не зависитъ отъ п, а зависитъ только отъ d. Для этого до­

статочно только раземотреть величины х т ,„,, отиоенхщпся къ классу , соответствующему дели­
телю d. Согласно онределешю этого класса можно положить m—d'y, т' — d'p', где р. п р ' — 
ц е л ы я чпсла, общШ напбольшШ делитель которыхъ будетъ взаимно п р о с т ы м ъ относительно d. 
Т а к ъ какъ з н а ч е ш я т н т' заключаются в ъ совокупности (1) п° 8 4 , то в с е зиачешй у. и р ' бу­
дутъ непременно содержаться между такими: 

л ' t o с/ — 1 ft = О, р. = = 1,2 — 2 — 

Р = 4 , 2 , . . . . - ^ 1 , ,,' = О, = L 1 , =L: 2 •_!_ 

Изъ этой совокупности нужно брать , конечно , только т а ш я значешя р и р.', общи! наиболь-
miii делитель которыхъ будетъ число взаимно простое относительно d. Т а к и м ь образомъ мы ви-
димъ, что выборъ чиселъ т и т', при которыхъ я: s m , будетъ принадлежать к ъ классу , соот-
ствующему делителю d , зависитъ только отъ <1, а но отъ п. 

И з ъ у р а в н е ш я ( 1 ) можно вывести функщю fn(x) следующнмъ образомъ: 
Согласимся принять 

? , И = 1 п ( 4 ) = 1 

и положимъ l o g ? , i ( « ) = 0 ( d ) . 
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По уравнение ( 1 ) находишь 

l o g ( n ) = = M>(d), 

где 1 р аспространяется на в с е х * делителей п . П о л о ж и м * 

» =PVP? • • • • 
г д ' В^и р„ . . . . p s различныя нростыя числа , и пусть 

" О - 7 7 ) 0 - я ) " ••••(> - " £ > = « . - » . • 
Вторая часть последняго равенства получается изъ первой, если р а с к р ы т ь скобки; при этомъ 

сумма п о л о ж и т е л ь н ы х * членов* обозначена черезъ 16,, а сумма отрицательных* черезъ — lSr 

Поступая совершенно т а к ж е к а к ъ в ъ п ° 1 3 , получимъ 

ф(п) - 2 i o g ( 3 , ) - 2 l o g ( y \ ) 

и , следовательно , %{:ч — щг)' 

п р о и з в е д е т е П в ъ ч и с л и т е л е распространяется на все числа <5,, а въ з н а м е н а т е л е на в с е числа <52. 
Т а к ъ к а к ъ к о е ф ф и щ е н т ы функщи (д,) и (<$3) суть ращональныя ф у п к ц ш /с", то таковы ж е б у д у т * 
п к о е ф ф и щ е н т ы у „ ( ж ) . 

Итакъ все количества я\т< „„,, — я » " , у которыми писла т, тип 

не имшотъ общаю делители, суть корни одною уравпешя — 0 степени 

4W - ц - ч\*\ - л = к О - 7 ^ ) 0 ~ •' • • 0 - т г > 
коеффищенты этого уравнения будутъ вида 

Л0 •> • Л, k* — Л, / с ' Лай'» 
Л„ -.- Д ,А 5 - . - Л , / с ' Л,,А«'' 

гдп, Л0, Л, . . . . , Ва, И, . . . . суть числа целы п. 

86. 

И з ъ уравнешя Ф„(Ж) = 0 весьма логко выводится ypaBiienie т а к ж е степени 

' ^ - - г ! , - Х < - - £ ) • • • - 0 - - £ ) • 
которому удовлетворяютъ псе величины 

2 1)7^-1- 2w/t'/ 

у к о т о р ы х * числа 2р и - 1 , т' и и не имеют* обшаго д е л и т е л я . 
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Д е й с т в и т е л ь н о , положимъ что 

2р -+- 1 = 2т - ь п, 

где т число ц е л о е , потому что п почетное . 
З а м е ч а я , что 

. ЪпК-*-Ът'КЧ 

j . — т - { _ _н К) — — — - 2 т е А - - н 2 , п ' / ^ > 

1 — w • — • — 

п 
мы впдимъ, что пзъ уравнешя <?„(х) = О, при помощи подстановки 

1 - х 
Z — 1 — k*x ' 

получается ypaai ieuie | n ( z ) = О, которому у д о в л е т в о р я е м 

, (2/*н-1) /Г-н 2т'ЛГ'7 
я п » J L _ 

Совершенно т а к ж е убедимся , что изъ у р а в н е ш я ©„(ж) = О, при помощи подстановокъ 

_ 1 _ 1 — к'х 
ъ — к'х ' Z — А>(1 -х) ' 

получаются соответственно уравнешя для количествъ 

- „ 2тК •*-(W 1) КЧ 
,чп 

и 
о [ь2н--\- 1) ЛГн-(2/-+-1) Л?г 

II s » r — ' 
п 

у которыхъ въ первомъ чпсла т, 2р.' - ь 1 и »», а во второмъ числа 2 р -+- 1 , 2 р ' + 1 и я не 
имеютъ общаго д е л и т е л я . 

87. 
Пусть теперь п будетъ четное число. В ъ этомъ случае будетъ иметь место формула 

сп(пи) = 

где Vn и Q_ ц е л ы я функцш х — т*и и /с 8 съ ц е л ы м и коеффищентамп . Степень этихъ фуикщй 
и* 

относительно ж равна Корни уравнешя Р„ = О, к а к ъ известно , могутъ быть представлены 
подъ видомъ 

2 (2ц-t-1) К 2т'КЧ 

X4J.+ i, tm' S n " п ' 

где числамъ 2 р -+- \ и 2т' приписываются следующая зпачеш'я: 

2р. н- 1 : 1 , 3 , К п — \ 

2т' : О, ± 2 , 1 4 г_Ь (м — 2 ) , п, 
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Т а к ъ что ypaniienie Vn — 0 м о ж е т ъ быть заменено т а к п м ъ : 

где Л означает! . п р о и з в е д е т е , распространенное па ист. пышеупомпнутыя з п а ч е ш я 2/л —i— -1 и 2 т ' . 
В с е корни уравнешя Vn — О, между которыми, какъ легко доказать , н е т * р а п н ы х * , могутъ 
быть р а с п р е д е л е н ы на несколько к л а с с о в ъ : 

• П о л о ж п м ъ , что 

» = 2 V A , 

где А нечетное число , и п у с т ь Л, будетъ одппъ пз ъ делителей А; т а к ъ что 

п = 2 v f c , / i a r = dh,, 
где < J = 2 V A , .Мы отпессмъ къ одному к л а с с у , соответствующему делителю d, в с е корни ж S J M . 
для которыхъ А 2 будетъ общнмъ наибольшим* делнтелемъ чиселъ 2\>. -+- 4 , »п' и п . Число в с е х ъ 
классовъ будетъ равно числу нечетныхъ делителей п .Обозначимъ черезъ ф<,(ж) п р о и з в е д е т е в с е х ъ 
множителей х—xt tm,, у которыхъ ж 9 у + ) > ,,,„ относится къ классу , соответствующему дели­
телю d. Очевидно, что ф у п к щ я (и) при атомъ обозначении можетъ быть представлена т а к ъ : 

( 1 ) (п) = Щл(х), 

где п р о и з в е д е т е П распространяется на в с е х ъ делителей я вида 2 ' / А . | . И з ъ урапиешя ( 1 ) , полагая 

п = 2 » ° » Р"/' 

где р , , • • • • р„ — различный простыя нечетныя числа , и 

найдемъ, подобно тому к а к ъ въ предыдущем* п ° , 

«*>-#• 
Т а к ъ к а к ъ к о е ф ф и щ е н т ы функщи (б 4 , ) и ( З а ) суть ращоиальныя ф у н к ц т отъ /с 2 вида 

/9 \ у ! 0 - / 1 , fe" - Л , ^ - / 1 ^ . 7 . 
^ ~ /70 -•- « , & • - I - Д.А:* ч - . . . Д , , / ; " ' ' 

где Ла, А, . . . . / У 0 , И, . . . . числа ц е л ы я , то такого .жс вида будугь и к о е ф ф и щ е н т ы ф у н к ­
щи ф ва5. Совершенно подобным* ж е образомъ д о к а ж е м ъ , что величины 

2 2тЛГн- (2/»' - и I) т ъ (fy — 1) К ч - ( 2 м ' ч - 1) 7<?г t 

пзъ которыхъ въ первой числа т, 2/ -+- 1 и п , а во второй числа 2/л 4 , 2 ^ ' + 1 и и не 
и м е ю т * общаго делителя , удовлетворяют-!, соответственно некоторым* ypanneiiiflM* степени 

• • 0 - р г > 
22 
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И т а к ъ мы видпмъ, что величины 

sn~ 

у которыхъ числа т, т' и н не пмъчотъ общаго д е л и т е л я , удовлетворяютъ некоторым!» у р а в н е -
iiiflM'b степени 

, „ . ( . , _ £ . ) ( , - £ ) . . . . 0 _ ^ > 
В ъ следующем!» п° мы докажемъ неприводимость атихъ урапненП! т . е . д о к а ж е м ъ , что ни 

одна изъ т а к и х ъ величин!» 

™* й 

не удовлетворяетъ ypaBneniro степени пиже 

коеффищенты котораго были бы вида ( 2 ) . 

88. 
И з в е с т н о , что , полагая 

K'i 

-jf- = о», </ — в , 
мы будемъ иметь формулы 

\ / ^ = |(1 - {>) (1 - , ' ) ( I - , • ) . . . . | [(( -ь , ) ( I н- ,>) (1 -н- , " ) . . . . ] • . 

И з ъ этихъ формулъ видно, что величины k, К и K'i можно разематривать к а к ъ функщи 
величины &), которая можетъ иметь в с е значешя вида г -+- si, где s > 0 . Это последнее усло-
nie необходимо для т о г о , чтобы модуль q былъ меньше единицы. 

В ъ т е о р ш npeoupaaonaiiin эллиптическихъ функщи д о к а з ы в а е т с я , что если о. заменить вс-
личииою 

с -I- dm 
» 

а -1- boi 

где а, Ь, г, d целыя числа, удовлетворяющая ypaBiieniro 

( 1 ) ad — be = I 
и сравнешямъ 

( 2 ) а ~ 1 , Л = = f l , с = = 0 , d — 1 (мод. 2 ) , 

то при этомъ /с 2 не изменится т . е . . 
с -I-
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( — 1 ) ^ (аК -+- ЬК'г) 

(— -1)^ (сК н- dli'i). 

На ociioBauin этого свойства в е л и ч и н * к, К и K'i, ложно доказать неприводимость уравненш 
степени 

т О - ^ - ) 0 - ^ ) - - 0 - ^ > 
к о т о р ы м * удовлетворяют* величины 

ч тК т'КЧ 
SW • 

п 

Д о п у с т и м * наиротивъ , что уравнеше <fn(x) — 0 не есть ненриводимое. В ъ такомъ с л у ч а е 
можно найти ypaniienie степепп низшей, которому удовлетворяет* какой угодно корень уравнешя 
упх = О, н к о е ф ф и щ е н т ы котораго будутъ вида ( 2 ) и" 8 7 Мы разсмотримъ то у р а в п е ш е , кото-

2/Г 

рому удовлетворяетъ тг —^—• 

По и з в е с т н ы м ъ формуламъ эллиптическпхъ ф у п к ц ш можно выразить .<;п2 какъ функ-

niio о т ъ q — е"°" и следовательно о т ъ ы . Положим* SH 2 —— — / ' ( ы ) и пусть 
( 3 ) F(k\ х) = О, 
б у д е т ъ у р а в н е ш е степени ниже 

• т г О - т г ) 0 - - р г ) - - - - 0 - - ? г ) 
которому удовлетворяетъ s » 2 о з н а ч а е т * з д е с ь целую фупкщю с ъ целыми коеффищентами . 

Внося вместо /с 2 и х' равиыя имъ поличины *8(6i) н /'(о>), получимъ равенство 

Пч»> / Н ) = °. 

и м е ю щ е е м е с т о при всяких* м = г н - s t , для к о т о р ы х * s > U . .Замещая здесь » на 
где а , 6 , с , d — ц е л ы я числа, удовлетворяющая у е л м н я м ъ ( 1 ) и ( 2 ) , мы по замеченному выше 
получимъ 

т ( т а г - ) = ч Н . / ( - r a i r ) = *" 

И т а к * уравнен'ио ( 3 ) удовлетворяет* 
„ 2ttAr-i- 26 Я'* 

s n » ' 

В м е с т о а \\ и можно взять каши угодно ц е л ы я числа, нсимеюнця общаго делителя и удов­
л е т в о р я ю т ; ^ сравнениям* 

а Е Е 1 , 6 = 0 (мод. 2 ) . 

2 ЧаКл-ПШ 

а К и K'i и з м е н я т с я соответственно на 

22+ 
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Числа а и Ь могутъ быть подобраны, к а к ъ м ы докажемъ , т а к и м ъ образомъ, что 

,„« _ 

. » 2mK-t-2m'K'i 
будетъ равеиъ s>r > 

где тп и т' к а ш угодпо целый числа , общш нанболышй делитель которыхъ есть число простое 
относительно п. 

Д е й с т в и т е л ь н о , полагая 

a == 2a' -ь 1, Ь — W, 

мы определимъ а ' и Ь' изъ сравнешй 

2a' — т — 1 , 2b' = m ' (мод. и), 
которыя всегда нмьютъ решен'ш, потому что п число нечетиое . Мы беремъ одно какое нибудь р е -
uieuie этихъ сравнеиШ. 

М о ж е т ъ б ы т ь , что чпсла а и о , определенный такимъ образомъ, пе будутъ взаимно простыми, 
но ихъ общШ иаибольшШ делитель долженъ быть числомъ простымъ относительно п, потому что 
иначе и числа т, т' и п имели бы общаго д е л и т е л я , чего мы не нред.иолагаемъ. Если найденный 
числа а и b действительно не будутъ взаимно простыми, то мы возьмемъ вместо нихъ соответ­
ственно числа 

a -+- 2п - j - и 6 , 

где d есть делитель Ь, состоящШ только изъ простыхъ множителей общпхъ а и b и прнтомъ 'ra­
ft ,. 

коя , что не содержитъ у ж е ни одного изъ этихъ множителей; въ такомъ случае числа 

a -+- 2п и b будутъ у ж е взаимно простыми. 
Мы имеемъ 

вп« - = я п

4 - - — = sn* • 

И т а к ъ уравнение ( 3 ) удонлотворяютъ п с е величины 

о *2mK~i-2m'K'i. 
sn ' 

п 

въ которыхъ числа т, т' и п не и м е е т ъ общаго делителя т . е . другими словами в с е корни у р а в ­
нешя ср п(ж) = 0 , и в ъ этомъ заключается иротиворвч .с , потому что степень уравнешя ( 3 ) пред­
п о л а г а е т с я меньше степени уравнешя % ( ж ) = 0 . Т а к ъ что уравнеше ъп{х) = 0 неприводимое. 

Т е п е р ь раз'смотрнмъ уравпешо ( « ° 8 7 ) 
8 9 . 
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гд'Ь и число четное. Корин итого у р а в н е ш я представляются нодъ видом* 

гд'Ь числа 2р. ч - 4 , т' н и ие нм1;ютъ общаго делителя . П о л о ж и м * что ypauneiiie ф„(ж) = О не 
есть неприводимое. В ъ такомъ с л у ч а е к а ж д а я и зъ величин* ( 1 ) удовлетворяет* ураиыешю стенеип 
н и ж е 

к о е ф ф и щ е н т ы котораго и м е ю т * в и д * (2 ) ( я 0 8 7 ) . Мы остановимся иа величине . ш а Поло­
ж и м * , что она удовлетворяетъ уравнение 

( 2 ) Ф(к\ „ , » - f ) = 0 . 

Р а з с у ж д а и так?ке какъ в * предыдущим* « ° , докажемъ , чти тому ж е ypuuuciiiio удовлетво­
р я е т ъ величина 

„ aK-i- ЬКЧ 
sw ' 

где а и b взаимно простыя числа , удовлетворякнщя сравнениям* 

а = 1 , b = О (мод. 2 ) . 

Ч и с л а а и b могутъ быть подобраны, какъ мы увндимъ, т а к ъ , что 

, а А ' - ь ЬКЧ sn 
•и 

2 (2л-*-1 )Л г - . -2т 'А ' ( оудетъ равенъ sn - — ? 

где 2р. - ь 1 и т' каши нибудь ц е л ы я числа , общи! напбольнпн делитель которыхъ есть число 
нростоо относительно п. Съ этою ц е л ь ю иоложимъ 

а = = 2 а ' - ь 1 , b = = 2 6 ' 

и онределимъ а' и Ь1 изъ сравпешй 

rt' = р., Ь' ЕЕ= Wt' (МОД. П). 

Если 2 « ' ч - -] и 2 6 ' будут* иметь общихъ д е л и т е л е й , то в с е т а т е делители будутъ числа 
простыя относительно п, потому что иначе и числа 2р. и - 1 , т' н г* и м е л и бы общаго д е л и т е л я , 
чего м ы не п р е д п о л а г а е м а При существоваши обща)'о делителя чиселъ 2 а ' ч - 1 и 2 6 ' , мы возь­
мем* вместо числа -о такое : 

а ч - An -j-' 
Ь 

где d есть делитель Ь, составленный и з * общих* множителей а и b и т а к о й , что не содер-
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ж и т ь у ж е пи одного множители общаго а и Ь. При атомъ, очевидно, числа а •+- 2 и -~- и 6 бу­
дутъ у ж е взаимно простыми. 

Т а к ъ к а к ъ 
( а 2 » -^т-\ К-»•• ЬКЧ ,., ,г 0 > , ,, \ (I / 1) Л -н "2т1 К11 

ям • — = ян" ' 
п и 

то мы у б е ж д а е м с я , что уравнение ( 2 ) удовлетворяютъ все корни уравнешя 

Ш = о 
п, с л е д о в а т е л ь н о , степень y p a B i i e i i i i i ( 2 ) пе м о ж е т ъ быть ниже 

- т « - 7 г ) С - - ? г ) - - - - 0 - ; £ - > 
что противоречить предноложенно. 

Совершенно подобньшъ же образомъ докажемъ неприводимость уравнешй степени 

4 0 - • № - £ ) • • • • < < - £ ) • 
которымъ удовлетворяютъ 

, Ьн К -+- (2//.' - 1 - 1) K'i , (2// - I - 1) К -+- (2/// -<- I) А'г 
ЯП' -4 11 Sir ••- '-

п п 
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